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   هیالزاو خواص مثلث قائم ۀرسال
  منسوب به ارشمیدس

 ١مهدی کاوه یزدی محمد

  مقدمه
ریاضـیدانان باسـتان اسـت، عـلاوه بـر  ینتـر بزرگق.م) که از جملـۀ  ۲۱۲ -ق.م ۲۸۷ارشمیدس (

هندسـه آثـار زیـادی  یژهو بهاختراع ابزارها و وسایل مکانیکی و کشف قوانین فیزیک، در ریاضیات و 
داشته است که متأسفانه تعداد کمی از آنها باقیمانـده اسـت. یکـی از کارهـای مهـم ارشـمیدس در 

ت محیط دایره به قطر آن، بـود. وی بـرای ریاضیات به دست آوردن مقدار تقریبی عدد پی، یعنی نسب

13و ثابت کرد که عدد پی محصـور بـین دو عـدد  عرضهمحاسبۀ آن روشی به نام روش افنا 
7
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کـه از مطالعـۀ آنهـا  ابداع کردمختلفی برای تعیین جذر تقریبی اعداد  یها روشاست. گذشته از آن 

  که وی قبل از ریاضیدانان هندی با کسرهای مسلسل آشنایی داشته است. شود یممعلوم 
یونانیان را که برای نمایش اعداد  یرعلمیغرا نوشت و در آن روش  ریگشماریدر حساب، کتاب 

کمـک آن ، کنار گذاشت و دستگاه شمارشی اختراع کـرد کـه بـه کردند یماز علائم متفاوت استفاده 
  ممکن بود هر عدد بزرگی را نوشت و خواند.

برای یـافتن مسـاحت و حجـم کـره و  ییها فرمولیکی از دستاوردهای اولیۀ ارشمیدس گسترش 
 هایی یلمسـتطیـا  هـا مثلثآنها را بـه  یرمنظمغاستوانه بود. وی برای تعیین مساحت اشکال هندسی 
را بـا هـم جمـع  آمده دسـت بهآنها، مقـادیر  از کوچک تقسیم کرد و پس از محاسبۀ مساحت هر یک

کرد. او توانست سطح و حجم اجسامی مانند کره، استوانه و مخروط را حساب کنـد و روش نـوینی 
 یهـا روشخصوصـیات و  ۀدربـار ییها کتابدر دانش ریاضی پدید آورد. همچنین  یریگ اندازهبرای 
خـروط، منحنـی حلزونـی، سـهمی و مساحت اشکال و حجم اجسام هندسی از قبیـل م یریگ اندازه

  استوانه نوشت.
ــرخلافریاضــی ارشــمیدس،  یها نوشــته ــا  ب ــد و او را  ها مــدتاختراعــاتش، ت ناشــناخته بودن

                                                         
  mahkavyzd@yahoo.com، علم یخکارشناس ارشد تار .١
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. در قرن ششم میلادی ایزیدور تفسـیرهایی بـر دانستند یمریاضیدانی اهل اسکندریه در عهد باستان 
. با این که تا آن زمان آثار کردیوس برای اولین بار از آثار او استفاده ککارهای ارشمیدس نوشت و اوتو

انفجار اطلاعات بود. ریاضـیدانان  ۀمنزل بهکمی از ارشمیدس ترجمه شده بود، ولی در قرون وسطی 
دورۀ اسلامی با ترجمۀ کارهای ارشمیدس که بیشتر به زبان یونانی بودند، توانستند هـم آثـار او را از 

  به متون آن دوره ببخشند. یتوجه قابلنجات دهند و هم غنای نابودی 
ارشمیدس تألیفات زیادی داشته که تعداد اندکی از آنها باقی مانده است. آثار ریاضی وی به این 

  شرح است:
  . تربیع سهمی۶  . کره و استوانه۱
  ی شناورها جسم. ۷  . تکسیر دایره۲
  ریگشماری. ۸  ها ها و شبه کره . شبه مخروط۳
  . مفروضات۹  ها . مارپیچ۴
    ها . تعادل صفحه۵

مؤلفان عرب به وی نسبت داده شده است کـه بیشـتر  یلۀوس بهعلاوه بر آثار فوق، آثار دیگری نیز 
  خطی به زبان عربی موجود هستند. این آثار عبارتند از: یها نسخه صورت به

  یهالزاو قائم. خواص مثلث ۵  ی آبیها ساعت. ۱
  ها داده. ۶  های مماس بر هم یرهدا. ۲
  . تقسیم دایره به هفت جزء متساوی۷  . خطوط موازی۳
    ها مثلث. ۴

  یهالزاو قائمکتاب خواص مثلث 
ث القائم الزاویة تابک

ّ
نام  تاریخ الحکماءو  الفهرستمنسوب به ارشمیدس است. در  خواص المثل

تـاریخ  ؛۴۸۰، ص الفهرسـتمـده اسـت (آ کتـاب الخـواص المثلثـات القائمـة الزوایـااین رساله 
مـه شـده اسـت. ). این رساله توسط ریاضیدانان دورۀ اسلامی به عربی ترج۹۲، ص قفطیالحکماء 

مـتن  ١ق) باشـد.۲۸۸ -۲۱۱( که ثابـت بـن قـره شود یمحدس زده مترجم آن مشخص نیست، ولی 
کـه  ،آنایـن بخـش پایـانی ، ولی ترجمۀ عربی به جا نماندهاصلی این رساله که به زبان یونانی بوده 
                                                         

في رسالة زیادی از ریاضیدانان یونانی و از جمله ارشمیدس به زبان عربی ترجمه کرده است. از جملۀ این آثار  یها ثابت بن قره رساله .١
و متن آن به  موجود است(پاتنا، هند) اصل یونانی آن موجود نیست و تنها نسخۀ خطی آن در کتابخانۀ بانکیپور که است  الدوائر المتماسة

بیان قضایا و اثبات  چون یدرآباد دکن) چاپ شده است.حعثمانیه ( المعارف دائرةم توسط ۱۹۴۷در سال  رسالة في اصول الهندسیةهمراه 
ث القائم الزاویة لأرشمیدسکتاب  آنها در

ّ
ثابت شاید این اثر هم به دست دارد،  رسالة في الدوائر المتماسةتشابه زیادی با  خواص المثل

 بن قرّه ترجمه شده باشد.
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فردی در کتابخانۀ دانشـکدۀ ادبیـات دانشـگاه  هنسخۀ خطی منحصرب بررسی نشده است، در تاکنون
رساله است که به  ۸شامل  یا مجموعهاست. این نسخۀ خطی ضمن موجود  ۸/۲۸۴تهران به شمارۀ 
کرمـان، بـه  ۀجمعـ امامجـوادی، نوشته شـده اسـت و توسـط آقـای احمـد  ۹و  ۸، ۷نسخ ریز سدۀ 

 ١.)۴۴، ص ۱۳۴۴پـژوه،  (دانش اسـت ۷۵۵۸۹کتابخانۀ دانشگاه تهران اهدا شده و شمارۀ ثبـت آن 
  این مجموعه به این شرح است: یها رسالهعناوین 

  . زیادات عباس بن سعید في المقالة الخامسة من کتاب اقلیدس؛۱
  . اغراض مقالات اقلیدس (خمسة اقسام)؛۲
  اقلیدس (تألیف النسبة في الاصول و تعریف قدر النسبة)؛. حد ۳
محمـد ملقـب بـه معـین مـنجم کاشـانی در  به خط. حواشی علی تحریر اصول اقلیدس، ۴

  ق در سمرقند؛۸۴۲القعده  یذاواخر 
  . شرح صدر المقالة العاشرة من کتاب اقلیدس لأبی جعفر الخازنی؛۵
  س لأبی الحسن الأهوازی؛. شرح صدر المقالة العاشرة من کتاب اقلید۶
  ٢. مسئلة لثابت بن قرة، أذا خرج من دائرة ضلع المثلث و ضلع المسدس في جهة واحدة؛۷
  . من کتاب خواص المثلث لأرشمیدس.۸

ث القائم الزاویة کتابدر 
ّ
پـنج  شـود، ، که ترجمۀ فارسـی آن در اینجـا عرضـه میالخواص المثل

به اثبات رسیده است. گرچه برای اثبـات قضـایا از مطالـب  یهالزاو قائمقضیۀ هندسی در مورد مثلث 
وجود ندارد و از این جهت دارای  اصولدر  ها یهقضاقلیدس استفاده شده است، ولی شبیه این  اصول

  . صورت قضایایی که در این رساله آمده عبارت است از:العاده است فوقاهمیت 
هرگاه به صورت یک خط راست در نظر گرفته ، مربع محیط، یهالزاو قائم مثلثدر هر  قضیۀ اول:

  شود، مساوی با دو برابر حاصل ضرب وتر در مجموع محیط و عمود وارد بر وتر است.
، مربّع محیط، هرگاه به صـورت یـک خـط الاضلاع مختلف یۀالزاو قائم مثلثدر هر  قضیۀ دوم:

ا (مجموع) مربّع وتر و یکـی راست در نظر گرفته شود، و مربّع تفاضل دو ضلع زاویۀ قائمه مساوی ب
  از دو ضلع زاویۀ قائمه با مربّع وتر و ضلع دیگر زاویۀ قائمه است.

اگر از یک طرف وتر آن به اندازۀ یک ضلع زاویۀ قائمـه و از  یهالزاو قائم مثلثدر هر  قضیۀ سوم:
ن دو نقطـۀ بـی خط پارهطرف دیگر آن به اندازۀ ضلع دیگر زاویۀ قائمه جدا کنیم، آنگاه حاصل ضرب 

                                                         
و  مفتاح الحسابکتابخانۀ ملی ملک شامل  ۳۱۸۰است که نسخۀ  ،از نزدیکان جمشید کاشانی، الدین کاشانی کاتب این مجموعه معین .١

  میراث علمی –چند اثر دیگر جمشید کاشانی نیز به خط اوست. 
  ) چاپ شده است.۲۰۱-۱۸۶(ص  میراث علمی اسلام و ایرانترجمۀ فارسی این رساله در شمارۀ اول  .٢
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حاصل در محیط مثلث، هرگاه به صـورت خـط راسـتی در نظـر گرفتـه شـود، مسـاوی چهـار برابـر 
  مساحت مثلث است.

مربّع محیط، هرگاه به صورت یـک خـط راسـت در نظـر  یهالزاو قائمدر هر مثلث  قضیۀ چهارم:
ضـلع گرفته شود، مساوی با دو برابر مجموع حاصل ضرب محـیط در وتـر آن و حاصـل ضـرب دو 

  زاویۀ قائمه آن است.
، اگر در امتداد یکی از دو ضلع زاویۀ قائمـۀ آن و از دو سـر یهالزاو قائم مثلثدر هر  قضیۀ پنجم:

مساوی با ضلع دیگر زاویۀ قائمه جدا کنیم، آنگاه مربّع مجموع دو ضلع زاویۀ قائمه و  خط پارهآن دو 
  مربّع تفاضل آنها مساوی دو برابر مربّع وتر آن است.

در انتهای این رساله چهار قضیۀ دیگر آمده، که در مورد روابط طولی در مثلـث در حالـت کلـی 
  است: چنینمترجم مقاله یا کاتب، آنها را به مقاله افزوده باشد. صورت این قضایا  شایداست و 

این قضیه در مورد نیمساز زاویۀ داخلی مثلث اسـت کـه در  ):پیوستقضیۀ ششم (قضیۀ اول 
حاصل ضرب قطعاتی که نیمساز یک زاویۀ مثلـث روی ضـلع مقابـل آن جـدا «که:  دارد یم آن بیان

  ».و مربع طول نیمساز مساوی حاصل ضرب دو ضلع آن زاویه است کند یم
 اصـولدر اثبات این قضیه از قضایای شانزدهم مقالـۀ ششـم و سـوم و سـی و پـنجم مقالـۀ دوم 

اقلیـدس  اصـولاقلیدس استفاده شده است. از طریق این قضیه و به کمک قضیۀ سوم مقالـۀ ششـم 
در ادامۀ شـرح قضـیه  آورد کهرا بر حسب سه ضلع آن به دست  مثلثطول نیمساز هر زاویۀ  توان یم

  آورده شده است.
: دارد یمـاست که چنین بیـان  مثلثاین قضیه در مورد میانۀ  ):پیوستقضیۀ هفتم (قضیۀ دوم 

مجموع نصف مربّع ضلعی که میانه بر آن وارد شده است و دو برابر طول میانه مساوی بـا مجمـوع «
  ».است مثلثمربّعات دو ضلع دیگر 

سه ضلع  یها اندازهرا بر حسب  مثلثطول میانۀ وارد بر هر ضلع  توان یماز طریق این قضیه هم 
  ه است.در ادامۀ شرح قضیه آورده شد آورد کهآن به دست 

اقلیدس  اصولاین قضیه اثباتی برای قضیۀ دوم مقالۀ ششم  ):پیوستقضیۀ هشتم (قضیۀ سوم 
اگر خط راستی مـوازی «است که اکنون به قضیۀ تالس مشهور است. صورت این قضیه چنین است: 

اثبـاتی کـه در ». کنـد یممثلثی رسم شود، دو ضلع دیگر را به یک نسـبت قطـع  یها ضلعبا یکی از 
  جا آمده با اثبات اقلیدس تفاوت دارد.این

 اصـولاین قضـیه اثبـاتی بـرای قضـیۀ سـوم مقالـۀ ششـم  ):پیوستقضیۀ نهم (قضیۀ چهارم 
اگر خـط راسـتی «اقلیدس است که به قضیۀ نیمسازها مشهور است. صورت این قضیه چنین است: 

قاعده بـه یکـدیگر همچـون  یها قطعهیک زاویه از مثلثی را نصف کند و قاعدۀ آن را نیز ببرد، نسبت 



 

 

١٧٧ 

سال
ر

 ۀ
ئم
 قا
ث
ثل
 م
ص
وا
خ

زاو
ال

هی
 

  اثباتی که برای این قضیه آمده نیز با اثبات اقلیدس تفاوت دارد.». دو ضلع مثلث است به یکدیگر
های تکمیلـی درون قـلاب  های توضیحی درون کمانک و افزوده در ترجمۀ رسالۀ حاضر، افزوده

  آمده است.

  ترجمۀ رساله
  ارشمیدسالزاویه] تألیف  از کتاب خواص مثلث [قائم

آن، هرگـاه بـه صـورت یـک ۀ (محیط) گان سهاضلاع ، مربع یهالزاو قائم مثلثهر  ]در[ [قضیۀ اوّل]:
د، مساوی با دو برابر حاصل ضرب مجموع محیط و عمود وارد بر وتـر نخط راست در نظر گرفته شو

  در وتر آن است.
مربّـع  گـویم یم؛ گیـریم] یم را در نظـر[قائمه است،  ادر آن زاویۀ  ]که[،   ا ب ج] مثلث: [مثال

د، مسـاوی اسـت بـا نآن، هرگاه به صورت یک خط راست در نظر گرفته شوۀ (محیط) گان سهاضلاع 
  است. ب   جاست، در قاعدۀ آن، که ا د ، که ]وارد بر وتر[و عمود  ] آنمحیط[دو برابر حاصل ضرب 

  
  ۱. ۲. ۳شکل 

را برابـر  ز حو  ابرا برابـر  ز  هو   ا جرا برابـر   ه  ج ]روی آن[و  دهیم میرا امتداد  ب  ج]: برهان[
را بـه آن اضـافه  ط زو  شـده اسـتدو نـیم   جدر نقطۀ  ط ب. کنیم یمجدا ب   جرا برابر  ط  جو  د ا
برابـر   ز جمربّـع  اسـت. ز  جبرابـر مربّـع   ط جبـا مربّـع  ز طدر  ب ز. پس حاصل ضـرب کنیم یم
 و   ز همربّعـات  ]مجموع[است.    ج   هدر    ز هو دو برابر حاصل ضرب   ج  ه و  ز همربّعات  ]مجموع[
 ]از طرفین تساوی[متساوی را  ]مقادیر[. پس استکه مساوی با قاعده است    ط جبرابر با مربّع    ج   ه

بـاقی    ج   هدر    ز هحاصـل ضـرب  ]دو برابـر[مساوی با  ز طدر  ب ز. حاصل ضرب کنیم یمحذف 
، کـه دو برابـر قاعـده ط باست، در  ]وارد بر وتر[با عمود  یاو، که مسح زاصل ضرب . حماند یم

 ز ببـه  ح زاست. پس نسـبت  ز ط، یعنی مجموع اضلاع، در ز ببا حاصل ضرب  یمساواست، 
برابـر  ز ببـه  ح بشـود، نسـبت ] نسبت در صـورت[است. اگر ترکیب ط ب به  ز طبرابر نسبت 

در  ح بواسطۀ هندسی در تناسب است؛ پـس حاصـل ضـرب  ب ز. شود یم ط ببه  ز بنسبت 
  کنیم. بیان خواستیم یمکه  استو این چیزی  است ز ببرابر مربّع  ط ب

هرگاه به صـورت  ،آنۀ گان سهاضلاع ، مربّع الاضلاع مختلف یۀالزاو قائم مثلثهر  ]در[ [قضیۀ دوم]:
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بـر دیگـری،  ۀ آندو ضـلع زاویـۀ قائمـ فزونـی یکـی ازد، و مربّـع نیک خط راست در نظر گرفته شو
با مربّع وتر و ضـلع دیگـر  ]زاویۀ قائمه[و یکی از دو ضلع زاویۀ قائمه مربّع وتر  ]مجموع[مساوی با 

  .دنورت یک خط راست در نظر گرفته شوهرگاه به ص ،زاویۀ قائمه است
کنیم]  یمـ[فـرض و گیـریم]  یماست [را در نظـر قائمه در آن  بزاویۀ [که]    ا ب ج مثلث: مثال

 ا بو    ب جبا مربّع تفاضـل  ۀ (محیط) آن،گان سهاضلاع مربّع  گویم یمباشد؛  ب ااز بلندتر    ب ج
و د، نهرگاه به صورت یک خط راست در نظر گرفته شـو ا   ج و   ج بمربّع  ]مجموع[با است مساوی 

  .دنهرگاه به صورت یک خط راست در نظر گرفته شو ،ا بو  ا   جمربّع 

  
  ۲. ۲. ۳شکل 

فزونـی  د بکنیم]  یمـ[فرض . و کنیم یمجدا    ب جرا برابر با  ز   جو  ا برا برابر با    ا ه]: برهان[
و دو برابر حاصـل ضـرب  ز   جو    ا ج، ا   همربّعات  ]مجموع[برابر  ز   ه. پس مربّع باشدا ب بر    ب ج

اسـت. امـا دو  ز   جدر  ا   هو دو برابر حاصل ضرب  ١ز   ج در   ا جو دو برابر حاصل ضرب    ا جدر  ا   ه
بـا دو برابـر  یمسـاو ،  ب جدر  ا ب، یعنی دو برابـر حاصـل ضـرب ٢  جز در  ا   هبرابر حاصل ضرب 

دو اسـت.  ب ددر  د   جو دو برابر حاصـل ضـرب ،که مساوی آن است، ٣د   جدر  ا بحاصل ضرب 
دو برابـر حاصـل بـه اسـت.  د   ج و ا ب [مجموع] مربعـاتبا برابر  د   جدر  ا ببرابر حاصل ضرب 

اسـت. پـس    ب جبا مربّع  یمساو کنیم که یمرا اضافه  ب دمربّع  و د   جمربّع  ٤  د جدر  ب دضرب 
یعنی مربّع    ب ج، ا بمربّعات  ]مجموع[برابر  ب دبا مربّع    ب جدر  ا بضرب [دو برابر] حاصل 

یک بـار دیگـر مربّـع و    ا ج، ا   همساوی با [مجموع] مربّعات  ب دو مربّع  ز   هپس مربّع . است   ا ج
. اسـت ز   جدر    ا ج ]حاصـل ضـرب[و دو برابـر    ا جدر  ا   هو دو برابر حاصل ضرب  ز   جمربّع و    ج ا

و اسـت.    ج   هبرابـر مربّـع    ا جدر  ا   هو دو برابـر حاصـل ضـرب    ا ج، ا   همربّعـات  ]مجمـوع[ولی 
اسـت. پـس  ا زبرابـر مربّـع  ز   جدر    ا جضـرب حاصـل دو برابـر و  ]ز   جو [   ا جمربّعات  ]مجموع[
کـه  اسـتاسـت و ایـن چیـزی  ا ز و   ج   همربّعـات  ]مجمـوع[برابـر  ب د و ز   همربّعات  ]مجموع[

                                                         
 ا  ج. نسخه: ١
  .  ا ج: نسخه. ٢
  .  ه   ج: نسخه. ٣
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  خواستیم تبیین کنیم. می

اگر از یک طرف وتر آن بـه انـدازۀ یکـی از اضـلاع زاویـۀ  ،الزاویه قائم مثلثهر  ]در[]: قضیۀ سوم[
 ]پـاره[جدا کنیم، آنگاه حاصل ضرب  ۀ آنو از طرف دیگر آن به اندازۀ ضلع دیگر زاویۀ قائم ۀ آنقائم

یـک ، هرگاه بـه صـورت مثلثاضلاع  ]مجموع[، یعنی مثلثخطی که بین دو نقطه است در محیط 
  است. مثلثبر مساحت خط راست در نظر گرفته شود، چهار برا

و  ا برا برابر بـا  ب دو روی قاعدۀ آن  گیریم] میرا در نظر [ اقائمۀ  با زاویۀ   ا ب ج مثلث: مثال
مسـاوی  د   هدر  ]مثلث[اضلاع  ]مجموع[حاصل ضرب  گویم یم؛ کنیم یمجدا    ا جرا برابر    ه   جنیز 

  است. مثلثچهار برابر مساحت 

  
  ۳. ۲. ۳شکل 

خط  ]پاره[تصویر کنیم، تفاضل آنها    ب جخط  ]پاره[را بر    ا ج، ب اخط  ]پاره[: وقتی دو برهان
را مثـل  ح طو    ا جرا مثل  ز حو  ب ارا مثل  ز   ج ]روی آن[و  دهیم یمرا امتداد    ب ج. و است ١د   ه
 ط   جاسـت،  ٢حب  و   ا ج و ب اخط [پاره] دو  بین [مجموع] تفاضل ح ط. چون کنیم یمجدا  د   ه

 ماند یمباقی    ب جبرابر با 
ّ

آن اضـافه  هرا بـ ط حو  اسـت. دو نـیم شـده   جدر نقطۀ  ب ط. پس خط
 ح   جاست. ولـی مربّـع ح    جبرابر مربّع  ط   ج مربّع با ط حدر  حب حاصل ضرب  ]پس[. کنیم یم

مربّعـات  ]مجموع[و  ز حدر  ز   جاست. و دو برابر حاصل ضرب  حز  و ز   جمربّعات  ]مجموع[برابر 
[کـه]  ،ط   جبـا مربّـع  ح طدر  ب حپس دو برابر حاصل ضـرب  .است   ب جبرابر مربّع  ز حو  ز   ج

. مربّـع مشـترک اسـت ز حدر  ز   جو دو برابر حاصل ضرب    ب جبرابر با مربّع [است]    ب جبا  برابر
 زحدر  ز   جمساوی با دو برابر حاصل ضـرب  ح طدر  حب . حاصل ضرب کنیم یمرا حذف    ب ج
   ا ب ج مثلـثمساوی چهـار برابـر مسـاحت  ز حدر  ز   ج. ولی دو برابر حاصل ضرب ماند یمباقی 

  تبیین کنیم. خواستیم یمکه  استاست و این چیزی 

یـک ، هرگاه به صورت ۀ (محیط) آنگان سهاضلاع الزاویه، مربّع  قائم مثلثهر  ]در[]: قضیۀ چهارم[
مسـاوی ) در وتر آن و مثلثی با دو برابر حاصل ضرب محیط (خط راست در نظر گرفته شود، مساو

                                                         
 ز  ه . نسخه:١
  .  ب ج: نسخه. ٢
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  ١حاصل ضرب دو ضلع زاویۀ قائمۀ آن است.دو برابر 
به  ]هرگاه[که مربّع محیط آن  گویم یم، ]گیریم میرا در نظر [ ابا زاویۀ قائمۀ    ب ا ج: مثلث مثال
در    ب جحاصـل ضـرب  [مجموع]دو برابر  با یمساو، ]شوددر نظر گرفته [خط راست یک صورت 

  است.   ا جدر  ب احاصل ضرب [دو برابر] محیط آن و 

  
  ۴. ۲. ۳شکل 

در  ب ز. پـس کنیم یمـرسـم    ب ج برابـررا  ٢ز   جو    ا جبرابر را    د هو  ا ببرابر را  د   ج]: برهان[
بـا مربّـع  ز   هدر    ب ه. پس حاصل ضرب شده است به آن اضافه   ز هو  ه است.شد یمدونبه    جنقطۀ 

و دو برابـر حاصـل    د ه و د   جمربّعـات  ]مجمـوع[برابـر    ه   جاست. و مربّـع    ه   جبرابر با مربّع  ز   ج
. کنیم یمـاسـت. آنهـا را حـذف  ز   جبرابر مربّـع    د ه و د   جضرب یکی در دیگری است. و مربّعات 

دو برابـر . مانـد یمبـاقی    د هدر  د   جمساوی با دو برابـر حاصـل ضـرب  ز   هدر    ب هحاصل ضرب 
[نتیجـۀ] . پـس کنیم یمـاضـافه  ]به طرفین تساوی[مشترک  ]طور به[را  ٣ز   جدر    ب هحاصل ضرب 
بـا دو برابـر شـود کـه مسـاوی  یم ب   همربّـع  یمساو ٥ز   جدر    ب هو  ٤  هب در  ز   هحاصل ضرب 
  است.   د هدر  د   جو    ب جدر  ٦ز   جحاصل ضرب 

مسـاوی بـا ی] ا قطعـه[، اگر از یکی از دو ضلع زاویـۀ قائمـه یهالزاو ]: در هر مثلث قائمقضیۀ پنجم[
اوّل، اگر به صـورت  مثلثدر  ه، آنگاه مربّع دو ضلع زاویۀ قائمآن جدا کنیم[زاویۀ قائمۀ] ضلع دیگر 

  مربّع تفاضل بین آنها مساوی دو برابر مربّع وتر آن است.در نظر گرفته شود، و راست یک خط 
 ا ب برابر بـا ب د کنیم] یم[فرض  و ]گیریم میرا در نظر [ بۀ با زاویۀ قائم   ا ب ج مثلث: مثال

دو برابر مربّـع  د   ج و   ج   همربّعات  ]مجموع[که  گویم یم، کنیم یمجدا  ا ب برابر بارا    ب ه. و باشد
  است.   ا ج

                                                         
  تکرار شده است.» و مساوی دو برابر حاصل ضرب دو ضلع زاویۀ آن«عبارت  . در متن عربی١
  .د   ج: نسخه. ٢
  .ز   ه: نسخه. ٣
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  ۵. ۲. ۳شکل 

شـده آن اضـافه  بـه   د جو  است. شده یمدونبه ب در نقطۀ  د   ه ]طبق فرض قضیه[]: پس برهان[
اسـت. ولـی    ب ج و ب   همربّعـات  ]مجمـوع[دو برابـر  د   ج و   ج   هربّعات م ]مجموع[پس  است،

دو    د ج و   ج   همربّعـات  ]مجمـوع[است، پس    ا جمساوی با مربّع    ب ج، ب   همربّعات  ]مجموع[
  ثابت کنیم. خواستیم یمکه  استاست و این چیزی    ا جبرابر مربّع 

  از ارشمیدس است. یهالزاو قائم مثلثخواص این آخر کتاب 

  ]رساله [پیوست
  خداوند عزیز است

کـه حاصـل  گـویم یم، شـده اسـت یمدون ا د خط توسط ازاویۀ    ا ب ج مثلث[در] ]: قضیۀ ششم[
  است.   ا جدر  ب امساوی با حاصل ضرب  ا دبا مربّع    د جدر  ب دضرب 

  
  ۶. ۲. ۳شکل 

و  دهیم مـیامتداد    هرا تا نقطۀ  ا دو  گذرانیم یم [محیطی آن را]دایره  ]مثلث[ آن برپس ]: برهان[
[نیز]    ه وب  و دو زاویۀ اند یمساو) ا د   جو  ب ا دهای  یهزاو( ا. چون دو زاویۀ کنیم یمرا رسم    ج   ه

اسـت. ا    ج   همسـاوی زاویـۀ  ب د ا باقیمانـدۀ زاویۀ[پس] اند،    ا ج، زیرا مقابل به کمان اند یمتساو
   ا جبـه  ا دمسـاوی نسـبت    ا هبـه  ب ااست. پـس نسـبت    ج   ا ه مثلثمتشابه با  ب ا د مثلثپس 
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 ا   هاست. ولـی حاصـل ضـرب  ا ددر  ا   هضرب  برابر حاصل   ا جدر  ب ااست. پس حاصل ضرب 
برابـر حاصـل  د ادر  د   هاسـت. و حاصـل ضـرب  ا دمربّـع  و د ادر  د   هبرابر حاصل ضرب  ا ددر 

ا در  ب ابرابر حاصل ضـرب  د امربّع  و   د جدر  ب داست. پس حاصل ضرب    د جدر  ب دضرب 
  ثابت کنیم. خواستیم یماست و این چیزی است که    ج

 گـویم ی. مکنیم یرا رسـم مـ ا دده و ش یمبه دون ددر نقطۀ    ب جضلع    ب ا جمثلث  ]در[]: قضیۀ هفتم[

  است.   ج  ا و ب ا ] دو مربعمجموع[مساوی با  ا دو دو برابر مربّع    د ج و ب د ] دو مربعمجموع[که 

  
  ۷. ۲. ۳شکل 

 ]مجمـوع[مسـاوی    ا جمنفرجه است، مربّـع    ا د ج. چون زاویۀ کنم یمرا رسم    ا ه: عمود برهان
و دو برابـر حاصـل ضـرب  ب ا. مربّع است   د هدر    د جو دو برابر حاصل ضرب    د ج و ا دمربّعات 

حــاده اســت. پــس  ا د باســت، زیـرا زاویــۀ  د ا و ب دمربّعــات  ]مجمــوع[مسـاوی    د هدر  ب د
و    د ج و ب دمسـاوی مربّعـات    د هدر  ب دو دو برابر حاصل ضرب    ا ج و ب امربّعات  ]مجموع[

   د جدر    د هاست. ولی دو برابر حاصل ضـرب    د جدر    د هو دو برابر حاصل ضرب  ا ددو برابر مربع 
 ]مجمـوع[. بنـابراین کنیم یمـاسـت. پـس آنهـا را حـذف    د هدر  ا دمساوی دو برابر حاصل ضرب 

است، و این چیزی  ا دو دو برابر مربّع    د ج و ب دمربّعات  ]مجموع[با مساوی    ا ج و ب امربّعات 
  بیان کنیم. خواستیم یماست که 

اسـت،  د زبرابـر  ب دو  انـد یمواز   ب جبـا  ز ح،   د هدو خـط    ب ا ج مثلث ]در[]: قضیۀ هشتم[
  است.   د همساوی دو برابر  ز ح و   ب جکه مجموع  گویم یم

  
  ۸. ۲. ۳شکل 
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 مثلـثمتشـابه بـا  ط   ج   ه مثلث. پس دهیم یمامتداد  طتا نقطۀ مستقیم  طور بهرا    ز ه]: برهان[
 مثلـثاست. ولی  ط   ج برابر ز حاست؛ پس  د ز برابر ب داست، زیرا    ج   ه برابر   ح هاست و    ح ه  ز
 ب زو اسـت  ز دبـه  ب زبرابر نسبت    د هبه  ب طاست، پس نسبت  ز ب ط مثلثمتشابه با    د ه ز

است و این چیـزی  ز ح،   ب جمجموع  ب طاست. ولی    د هدو برابر  ب طاست؛ پس  ز ددو برابر 
  ثابت کنیم. خواستیم یماست که 

   ا ب ج مثلـث .اقلیـدس] اصـول[ششم کتاب  ]مقالۀاز [برهانی بر قضیۀ سوم افزودۀ ]: قضیۀ نهم[
  ا زاویۀدر آن مفروض است و 

ّ
   ا جبـه  ا بکـه نسـبت  گـویم یم، شده است یمدونبه  ا دتوسط خط

  است.   د جبه  ب دبرابر نسبت 

  
  ۹. ۲. ۳شکل 

را  ز بو  باشـد ا ب[طول آن] برابـر  که چنان دهم یمامتداد  زتا نقطۀ در راستایش را    ا ج: برهان
   ا همثلث  ]مساحت[. پس نسبت کنم یم وصلرا    ه   جامتداد داده و    هرا تا نقطۀ  ا د. و کنم یموصل 

مسـاحت [اسـت. و نسـبت    ا جبـه  ا ب، یعنـی   ا جبـه  ا زبرابر نسبت    ج   ا ه مثلث ]مساحت[به  ز
ا ، ز   ا ه ]دو مثلث[است، زیرا    ج   ا هبه  ب   ا هبرابر نسبت    ج   ا ه ]مساحت مثلث[به  ب   ا ه ]مثلث

 بـااسـت و    د جبـه  ب د، برابر نسـبت   ج   ا هبه  ب   ا ه تنسبنسبت، . و با ترکیب اند یمتساو ب   ه
   د جبـه  ب دبرابر نسـبت    ا جبه  ا باقلیدس)، نسبت  اصولمقالۀ پنجم  ۱۱(قضیۀ  اتنسبت مساو

  .خواستیم یچیزی است که مو این  ،است

  رسالهشرح 

  ]. قضیۀ اول١[
خط راست در نظـر گرفتـه یک ، مربع محیط، هرگاه به صورت Aدر رأس  ABG یۀالزاو قائمدر مثلث 

 است. در وتر آن شود، مساوی با دو برابر حاصل ضرب مجموع محیط و عمود وارد بر وتر
را بـه ترتیـب بـه  GTو  GE ،EZ ،ZH یها خط پارهو روی آن  دهیم میرا امتداد  BGضلع  برهان:

  :کنیم یمصورت زیر جدا 



 

  

١٨۴ 

  
  ۱. ۳. ۳شکل 

  
)۱(  GE AG EZ AB ZH AD GT BG= = = =  

GTچون  BG= پس نقطۀ ،G  خط پارهوسط BT  .استTZ  قضیۀ  بنا بر. پس کنیم یمرا به آن اضافه
  داریم: ١اقلیدس اصولششم مقالۀ دوم 

)۲(  BZ.ZT TG GZ+ =2 2  
GZاما  GE EZ=   ، بنابراین+

 )۳(  GZ (GE EZ) EZ GE EZ.GE= + = + +2 2 2 2 2  
  داریم: ABGدر مثلث  ٢رابطۀ فیثاغورس بنا براز طرفی 

)۴(  AG AB BG+ =2 2 2  
GEو از طرف دیگر  AG= ،EZ AB=  وBG GT=پس ،  

)۵(  GE EZ GT+ =2 2 2  
  ) داریم:۵) و (۳( یها رابطهبنابراین از 

)۶(  GZ GT GE EZ= + ×2 2 2  
  ) داریم:۶) و (۲( یها رابطهاز 

)۷(  BZ ZT TG GZ GT GE EZ× + = = + ×2 2 2 2  

  از طرفین تساوی داریم: GT2با حذف مقدار مشترک 
)۸(  BZ ZT GE EZ× = ×2  

 AGو  ABارتفاع و این کـه دو ضـلع  ADقاعده و  BGتعریف مساحت مثلث، با فرض این که  بنا بر
  بر هم عمودند، داریم:

)۹(  BG AD AB AG× = ×  

                                                         
و خط راست  آمده دست به. اگر خط راستی نصف شده و بر امتداد آن خط راستی افزوده شده باشد، مستطیل حاصل از تمامی خط راست ١

  و نصف خط اصلی مساوی است. شده افزودهۀ مربع نصف خط راست اصلی با مربع خط راست حاصل از خط علاو به شده افزوده
  اقلیدس. اصولمقالۀ اول  ۴۷قضیۀ  .٢
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  به رابطۀ ۲با ضرب طرفین تساوی در عدد 
)۱۰(  BG AD AB AG× = ×2 2  
BG. اما رسیم یم BT=2 ،AB ZE= ،AD ZH=  وAG GE=) داریم:۱۰، پس از رابطۀ (  
)۱۱(  BT HZ GE EZ× = ×2  

  ) داریم:۱۱) و (۸( یها رابطهبنابراین از 
)۱۲(  BT.HZ BZ.ZT=  

  داریم: ١خاصیت تناسب بنا برپس 

)۱۳(  HZ ZTBT HZ BZ ZT
ZB TB

× = × ® =  

  در صورت این تناسب داریم: ٢با ترکیب نسبت

)۱۴(  HZ ZT HZ ZB ZT TB HB BZ
ZB TB ZB TB ZB TB

+ +
= ® = ® =  

  خاصیت تناسب داریم: بنا برپس 

)۱۵(  
HB TB BZ

(BG AG AB AD) BG BZ

(BG AG AB AD) BG (BG AG AB)

× = ®

+ + + × = ®

+ + + × = + +

2

2

2

2

2

  

مربع محیط مثلث، هرگاه به صورت خط راستی در نظـر گرفتـه شـود، مسـاوی بـا دو برابـر  یجهدرنت
  مجموع محیط و عمود وارد بر وتر آن است.مثلث در وتر حاصل ضرب 

  ]. قضیۀ دوم٢[
BGبا فرض این که ، Bدر رأس  ABG یۀالزاو قائمدر مثلث  AB>  ،مجموع مربعات محـیط و باشد

  با هر یک از دو ضلع زاویۀ قائمه است. وترتفاضل دو ضلع زاویۀ قائمه مساوی با مجموع مربعات 

  
  ۲. ۳. ۳شکل 

 دهیم یمـامتـداد  Zو  Eرا از دو طرف تا نقاط  AGوتر  Bدر رأس  ABG یۀالزاو قائم: در مثلث برهان
  :که یطور به

                                                         
  اقلیدس. اصولمقالۀ ششم  ۱۶. قضیۀ ١
  اقلیدس. اصولمقالۀ پنجم  ۱۴تعریف  .٢



 

  

١٨۶ 

)۱(  EA AB=  وGZ BG=  
BG که: گیریم یمرا چنان در نظر  Dنقطۀ  BGروی ضلع  AB BD-   . پس=

)۲(  GD AB=  
EZچون  EA AG GZ= +   ، بنابراین+

)۳(  
EZ (EA AG GZ)

EA AG GZ EA AG AG GZ EA GZ

= + +

= + + + × + × + ×

2 2

2 2 2 2 2 2
  

BGچون  از طرف دیگر BD GD=   ، داریم:+
)۴(  EA GZ AB BG AB GD GD BD× = × = × + ×2 2 2 2  

  ) داریم۲رابطۀ ( بنا براما 

)۵(  AB GD AB AB GD× = = +2 2 22 2  
BG که آن بنا بر BD DG=   ، داریم:+

)۶(  BD GD GD BD BG× + + =2 2 22  

AB  اما BG BD× + 22  

AB   )۴رابطۀ ( بنا بر GD GD BD BD= × + × + 22 2  

AB  )۵رابطۀ ( بنا بر GD GD BD BD= + + × +2 2 22  

AB  )۶رابطۀ ( بنا بر BG= +2 2  

=ABGV  AGلث رابطۀ فیثاغورس در مث بنا بر 2  
  ین داریم:بنابرا

)۷(  AB BG BD AB BG AG× + = + =2 2 2 22  
  ) داریم:۷) و (۴ی (ها رابطهپس از 

)۸(  EA.GZ BD AG+ =2 22  
  که: گیریم یم) نتیجه ۸) و (۳( یها رابطهاکنون از 

)۹(  
EZ BD EA AG AG GZ EA AG AG GZ

EA AG GZ EA AG AG GZ

+ = + + + + × + ×

= + + + × + ×

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 2
  

EG  اما EA AG= AZو  + AG GZ= +  
  بنابراین 

)۱۰(  EG EA AG EA AG= + + ×2 2 2 2  
  و

)۱۱(  AZ AG GZ AG GZ= + + ×2 2 2 2  
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  ) داریم:۱۱) و (۱۰( های یتساوبا جمع طرفین 

)۱۲(  
EG EA AG EA AG

AZ AG GZ AG GZ

EG AZ EA AG GZ EA AG AG GZ

= + + ×

= + + ×

+ = + + + × + ×

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2

2

2 2 2

  

  که: گیریم یم) نتیجه ۱۲) و (۹( یها رابطهبا مقایسۀ 

EZ BD EG AZ+ = +2 2 2 2  
  و حکم ثابت است.

  ]. قضیۀ سوم٣[
را بـه ترتیـب مسـاوی بـا  GEو  BD یها خط پاره BGروی وتر  Aدر رأس  ABG یۀالزاو قائمدر مثلث 

AB  وAG  سپس وتر کنیم یمجدا .BG  یها خط پارهو  دهیم میرا امتداد GZ ،ZH  وZT را به صورت  
GZ AB=      وZH AG=       وHT DE=  

  ثابت کنیم که: خواهیم یم. کنیم یمجدا 

ABG(AB BG AG) DE S+ + × = 4  

  
  ۳. ۳. ۳شکل 

  : با توجه به فرض قضیه داریم:برهان

)۱(  

BG BD GE DE
AB AG DE
ZG HZ HT
TG

= + -
= + -
= + -
=

  

BGبنابراین  TG=  و لذاG  وسط نقاطB  وT  .خط پارهاست TH  بنا بـر. پس کنیم یمرا به آن اضافه 
  اقلیدس داریم: اصولقضیۀ ششم مقالۀ دوم 

)۲(  BH.HT GT GH+ =2 2  
GHاما  GZ ZH=   ، بنابراین+

)۳(  GH (GZ ZH) GZ ZH GZ ZH= + = + + ×2 2 2 2 2  
GZ که آن بنا برپس  AB= وZH AG= :داریم  

)۴(  GH AB AG GZ ZH= + + ×2 2 2 2  
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  داریم: ABGرابطۀ فیثاغورس در مثلث  بنا براز طرفی 

)۵(  AB AG BG GZ ZH BG+ = ® + =2 2 2 2 2 2  
  که: گیریم یم) نتیجه ۵) و (۴( یها رابطهاز  ،پس

)۶(  GH BG GZ ZH= + ×2 2 2  
  ) داریم:۶) و (۲( یها رابطهبنابراین از 

)۷(  BH HT GT GH BG GZ ZH× + = = + ×2 2 2 2  

BGبا حذف مقادیر مساوی،  TG=2   ، از طرفین تساوی داریم:2
)۸(  BH HT GZ ZH× = ×2  

  اما
)۹(  ABGGZ ZH AB AG S× = × = 2  
  ) داریم:۹) و (۸( یها رابطهبنابراین از  
)۱۰(  ABGBH HT S× = 4  

BHچون  AB AG BG= + HTو  + DE= یجهدرنت  

ABG(AB BG AG) DE S+ + × = 4  
  و حکم ثابت است.

  ]. قضیۀ چهارم۴[
، مربّع محیط، هرگاه به صـورت خـط راسـتی در نظـر گرفتـه شـود، Aدر رأس  ABG یۀالزاو در مثلث قائم

  در وتر آن و حاصل ضرب دو ضلع زاویۀ قائمۀ آن است.مساوی با دو برابر مجموع حاصل ضرب محیط 
و  دهیم یمـرا امتـداد  BGو ضـلع  گیریم میرا در نظر  Aدر رأس  ABG یۀالزاو قائممثلث برهان: 

  :کنیم یمرا به صورت زیر جدا  GZو  GD ،DE یها خط پارهروی آن 
)۱(  GD AB=  وDE AG=  وGZ BG=  

GZچون  BG= پس ،G  خط پارهنقطۀ وسط BZ  .خط پارهاست ZE  بنا . پس کنیم یمرا به آن اضافه
  اقلیدس داریم: اصولقضیۀ ششم مقالۀ دوم کتاب  بر

  
  ۴. ۳. ۳شکل 



 

 

١٨٩ 

سال
ر

 ۀ
ئم
 قا
ث
ثل
 م
ص
وا
خ

زاو
ال

هی
 

)۲(  BE.EZ GZ GE+ =2 2  
GEاما  GD DE=   بنابراین، +

)۳(  GE (GD DE) GD DE GD DE= + = + + ×2 2 2 2 2  
  داریم: ABG یۀالزاو قائمرابطۀ فیثاغورس در مثلث  بنا براز طرف دیگر 

)۴(  AB AG BG+ =2 2 2  
ABچون  GD=  وDE AG=پس ،  

)۵(  GD DE BG+ =2 2 2  
GZو چون  BG=پس ،  

)۶(  GD DE GZ+ =2 2 2  
  ) داریم:۶) و (۳( یها رابطهپس از 

)۷(  GE GZ GD DE= + ×2 2 2  
  ) داریم:۷) و (۲( یها رابطهو از 

)۸(  BE EZ GZ GZ GD DE× + = + ×2 2 2  

  از طرفین تساوی داریم: GZ2با حذف 
)۹(  BE EZ GD DE× = ×2  

BE ،به طرفین تساوی BG×2  بنابراینکنیم یماضافه را .  
)۱۰(  BE EZ BE BG GD DE BE BG× + × = × + ×2 2 2  

  یجهدرنتو 
)۱۱(  BE(EZ BG) (GD DE BE BG)+ = × + ×2 2  

GZاما  BG= پس ،BG BG GZ BZ= + EZو لذا  2= BG EZ BZ BE+ = +   یجهدرنت. 2=

)۱۲(  BE(EZ BG) BE+ = 22  
  ) حکم به صورت۱۲) و (۱۱( یها رابطهاز بنابراین 

)۱۳(  BE (GD DE BE BG)= × + ×2 2  
  .آید یمبه دست 

  ]. قضیۀ پنجم۵[
 ABرا مسـاوی  BEو  BD یها خط پاره BG، بر امتداد ضلع Bدر رأس  ABG یۀالزاو قائم مثلثاگر در 

GEجدا کنیم، آنگاه  Bو در دو طرف نقطۀ  GD AG+ =2 2 22.  



 

  

١٩٠ 
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  ۵. ۳. ۳شکل 

  برهان: چون
)۱(  BD BE AB= =  

  داریم: ١اقلیدس اصولمقالۀ دوم  ۹قضیۀ  بنا براست. پس  ED خط پارهوسط  Bپس نقطۀ 

)۲(  EG GD (EB BG )+ = +2 2 2 22  
  داریم: ABG یۀالزاو قائمرابطۀ فیثاغورس در مثلث  بنا براما 

)۳(  AB BG AG+ =2 2 2  
  ) داریم:۱رابطۀ ( بنا برپس 

)۴(  EB BG AG+ =2 2 2  
  که: گیریم یم) نتیجه ۴) و (۲( یها رابطهاز  ،پس

)۵(  EG GD AG+ =2 2 22  
  و حکم ثابت است.

  ]. قضیۀ ششم۶[
  قطع کند، آنگاه Dرا در نقطۀ  BGضلع  ABG مثلثاز  Aاگر نیمساز زاویۀ 

BD DG AD AB AG× + = ×2  
 Eتا دایـره را در نقطـۀ  دهیم یمرا امتداد  ADو  کنیم یمرا رسم  ABGدایرۀ محیطی مثلث  برهان:

  است، پس BAGRنیمساز زاویۀ  AD. چون کنیم یموصل  Gبه  Eقطع کند. از 
)۱(  BAD GAD=R R  

  از طرف دیگر

)۲(  »ABG AEG AG= =R R
1

2
  

                                                         
ی آن دو قطعۀ نامساوی که مجموع آنها مساوی تمام خط است ها مربعی مساوی و نامساوی تقسیم شده باشد، ها قطعهاگر خط راستی به  .١

  اند. ی نیمۀ خط و خط راست بین نقاط تقسیم، مساویها مربعبا دو برابر 
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) مســاوی AGERو  ADBRهای  یــهزاو( AEGVو  ABDVی هــا مثلثپــس دو زاویــۀ باقیمانــدۀ 
. پس اضلاع آنها متناسب خواهنـد شوند یممتشابه  AEGVو  ABDVدو مثلث  یجهدرنتشوند.  یم

  :یجهدرنتشد و 

  
  ۶. ۳. ۳شکل 

)۳(  AB BD AD
AE EG AG

= =  

  اقلیدس داریم: اصولمقالۀ ششم  ۱۶قضیۀ  بنا برپس 
)۴(  AB AG AE AD× = ×  

  اقلیدس داریم: اصولقضیۀ سوم مقالۀ دوم  بنا براما 

)۵(  AE AD ED AD AD× = × + 2  
  ) داریم:۵) و (۴( یها رابطهاز  ،پس

)۶(  AB AG ED AD AD× = × + 2  
  اقلیدس داریم: اصول مقالۀ دوم ۳۵قضیۀ  بنا برولی 

)۷(  ED AD BD DG× = ×  
  ) داریم:۷) و (۶( یها رابطهاز  ،پس

)۸(  AB AG BD DG AD× = × + 2  
  و حکم ثابت است.

  ]. قضیۀ هفتم٧[
  را رسم کنیم، آنگاه ADمیانۀ  Aاز رأس  ABGاگر در مثلث 

BD DG AD AB AG+ + = +2 2 2 2 22  
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  ۸. ۳. ۳شکل 

 الاضلاع مختلفچون مثلث ، AD. با رسم میانۀ کنیم یمرسم  BGرا بر ضلع  AE: عمود برهان
) یکی حاده و دیگـری منفرجـه ADBRو  ADGR های یهزاو( Dاست، دو زاویۀ پدید آمده در نقطۀ 

منفرجـه باشـد. ADGRزاویـۀ  کنیم یم. بدون آنکه به کلیت استدلال خللی وارد شود، فرض است
  اقلیدس داریم: اصولمقالۀ دوم  ۱۲قضیۀ  نا بربپس 

)۱(  AG AD DG DG DE= + + ×2 2 2 2  
 ۱۳قضـیۀ  بنـا بـرحاده اسـت. پـس ADBRمنفرجه است، پس زاویۀ ADGRاز طرفی چون زاویۀ 

  اقلیدس داریم: اصولمقالۀ دوم 

)۲(  AB BD DE BD AD+ × = +2 2 22  
  ) داریم:۲) و (۱( های یتساوبا جمع طرفین 

)۳(  
AG AD DG DG DE

AB BD DE AD BD

AG AB BD DE AD DG DG DE AD BD

= + + ×

+ × = +

+ + × = + + × + +

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

2

2 2

  

BDاست، پس  BGوسط  Dچون  DG= .با ضرب طرفین تساوی در  یجهدرنتDE2 :داریم  
)۴(  DE DG DE BD× = ×2 2  

  ) داریم:۳مشترک از طرفین تساوی در () و با حذف مقادیر ۴با توجه به تساوی (

AB AG BD DG AD+ = + +2 2 2 2 22  
  و حکم ثابت است.

  ]. قضیۀ هشتم٨[
BDو  کنیم یمرسم  BGرا موازی با  ZHو  DEدو خط  ABGدر مثلث  DZ= که: کنیم یم. ثابت  

BG ZH DE+ = 2  
قطـع کنـد.  Tرا در نقطـۀ  BGتا امتداد ضـلع  دهیم یموصل کرده و ادامه  Eبه  Z: از نقطۀ برهان

BDچون  DZ=  و خطوطBG ،DE  وZH اقلیـدس  اصولمقالۀ ششم  ۲قضیۀ  بنا برند، پس ا موازی
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  داریم:
)۱(  EH EG=  

  
  ۱۰. ۳. ۳شکل 

 اصـولمقالـۀ اول  ۲۹قضـیۀ  بنـا بـرند، پـس ا موازی ZHو  BG ،DEاز طرف دیگر چون خطوط 
  اقلیدس داریم:

)۲(  EGT EHZ=R R  
  ند، زیراا مساوی ز زضبه حالت  ZHEVو  EGTV یها مثلث

EG EH
GET ZEH EGT ZHE
EGT EHZ

= ü
ï= ® =ý
ï= þ

R R V V

R R

  

  پس
)۳(  GT ZH=  

دو مثلـث  اصـولمقالـۀ ششـم  ۱تعریف  بنا برند، پس ا موازی DE و BT، خطوط ZBTVدر مثلث 
ZDEV  وZBTV متشابهند. پس  

)۴(  BT BZ ZT
DE DZ ZE

= =  

BDفرض  بنا براما  DZ=پس ،  
)۵(  BZ DZ=2  

  ) داریم:۵) و (۴( یها رابطهبنابراین از 
 )۶(  BT DE=2  

BTاما  BG GT=   ) داریم:۶از رابطۀ ( ،، پس+
)۷(  DE BG GT= +2  

  ) داریم:۷) و (۳( یها رابطهاز  یجهدرنتو 

DE BG ZH= +2  
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  اقلیدس) اصول]. قضیۀ نهم (قضیۀ سوم مقالۀ ششم ٩[
  باشد، آنگاه Aنیمساز زاویۀ  AD، اگر ABGVدر مثلث مفروض 

AB BD
AG DG

=  

  
  ۱۳. ۳. ۳شکل 

  :که یطور به دهیم یمامتداد  Zرا تا نقطۀ  AG برهان:
)۱(  AZ AB=  

بـه  Eقطع نماید. از  Eرا در نقطۀ  BZتا  دهیم یمرا امتداد  AD. کنیم یمرا به هم وصل  Bو  Zو نقاط 
G  کنیم یموصل.  

  
  ۱۴. ۳. ۳شکل 

هستند در یک امتدادند، پـس  AEGVو  AEZVدو مثلث  یها قاعدهکه  AZو  AG یها خط پاره
  اقلیدس داریم: اصولمقالۀ ششم  اولقضیۀ  بنا بر

)۲(  AEZ AEZ

AEG AEG

S SAZ AB,AB AZ
S AG S AG

= = ® =  

AB، چون ABZVاز طرف دیگر در مثلث  AZ= است و چون  الساقین یمتساو، مثلثAD  نیمساز
  یجهدرنتو  اند یمساو AEZVو  AEBV، است، پس دو مثلث Aزاویۀ رأس آن، 

)۳(  AEB AEZS S=  
  که: گیریم یم) نتیجه ۳) و (۲( یها رابطهپس از 

)۴(  AEB

AEG

S AB
S AG

=  

هستند در یـک امتدادنـد و رأس  ADGVو  ABDVدو مثلث  یها قاعدهکه  DZو  BD یها خط پاره
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 یها مسـاحتاقلیـدس نسـبت  اصولمقالۀ ششم  اولقضیۀ  بنا بر) مشترک است، پس Aآنها (نقطۀ 
  آنهاست، یعنی یها قاعدهآنها برابر با نسبت 

)۷(  ABD

AGD

S BD
S DG

=  

هسـتند، در یـک  EDGVو  EBDVدو مثلـث  یها قاعـدهکه  DZو  BD یها خط پارهاز طرف دیگر 
مقالـۀ  اولقضـیۀ  بنا بـرآنها،  یها مساحت) مشترک است، پس نسبت Eامتدادند و رأس آنها (نقطۀ 

  آنهاست، یعنی یها قاعدهاقلیدس، برابر با نسبت  اصولششم 

)۸(  EBD

EGD

S BD
S DG

=  

  که: گیریم یم)، نتیجه ۸) و (۷( یها رابطهاقلیدس از  اصولمقالۀ پنجم  ۱۲قضیۀ  بنا برپس 

)۹(  ABD EBD ABD EBD AEB

AGD EGD AGD EGD AEG

S S S S SBD BD BD BD,
S DG S DG S S DG S DG

+
= = ® = ® =

+
  

  که: گیریم یم)، نتیجه ۹) و (۴( یها رابطهاز  ،پس
AB BD
AG DG

=  

  و حکم ثابت است.
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