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�< 
��"0� 
�.M���.�� ������A )�� ^� �=�@�#? )���w  ��?�r/ o
r�� �r�� 
t�� {�� ��� >% ��
 !K�.K� ��% @�� ^� !/ h�� �
�
��+, {?�h��1��  �?��V ~�r� �� !/ .% 
���M% ���
� ^�2c'� �

�T^��A ��� ..���� ��.x� �� .[� )�#�� ����u�  �
����,�� !� e��� �� �� Q�� .hr�� �r�� d��rC��� *
)�����B ��^ �� �� ��$ »���B �C��� @�;	« �� �	�e� �r� �r� �r]B �� �� ��rSA ^� ���� ���
�� � �.M/
Q���% .h�� ���E	�i  

���
� 
��� ����� ��� �`�� �� �.% ��� 
���M%��?���� � !/ h%�� ��;O o? ���[ o Q��� f��l�^� 
�M�� *<�	  .��� ��b��[�S� .Mw ���� ^� h�� �.��� �D !� @�ii!
r%�� ^� !r��A ��� � @�? �r� !r� �� �r�"B

 o/ ���0� �.���� {��% ��M�  ���� ^� !��� �?�/ !� ��l�  ����? !� !/ h��nr��1�?�r/ @�r?  �r6O
�.%.��iii.  

M���.�� �� 
��� !+��=� ���l��� !=�A h0i� ���^ �h�� ���+� �.��	 �� .*  !��� f��, ^� 
��
i�?�	
eK�l� @��� �����?* ��� >� �� 
A {�`� � @�=	 h�K�e	$ !� �h�� ���� .M���� ���0� ��� �!=�A �t��

!�������� �.% ��� @�?$ .r% !
��M% �
�/ Qi�$ Q?�t1 @�r?���rB�,� �?�r/ �r� 
A �rMe� �.r?�
Q?�t1 ���?�������V) {�S @�?E/�� ���e� !� �� f�<� d��+B !� �� �>���=� !� !/����� �(�? ��.��%  
K���*  ��rD� ~�O ��� �� .(��% �.�1 @^�� .��%) h�� �.�� �.�1 |<�� �� {�S @�?E/�� ����� �?�/

�^�.�� !� 
A� ��M� !� !K��� ��� !/ ��/ {[�O ���� 
��
� !/ !
	�V ���< �?��V ���� @� !
	�� ���.� �e<�
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 .h�� ���� �������� E�� ��`�� hKEM� ^� !="���
�1��4 &��51�2  �� �	�e�!K��� ^� ��rC�� 
�r�? �� @�
o��? ��� �1 �� o"B !� !/ �
%��E/��� K��� !� ���� ��]
�� {�S* ���%� �?�/ ��f�<� ��� ..M/ ^� �r�


A� ��B �� !/@�
�/ >�/ ~�O �� ���B�,� �.M/!/ h�� ��^��  (���rM/ *r�/��) )�� ^� Q"r[� !/
� ���  
�< {���� ��@�#? o�% 
����� �� �� �h�� !
0�^��!
r%�� @�.
�� �� �� ..?� 
��rMB �r� u�

�� ���	 ��6 7�83�� 9�:+� ���EV ���? ��#M1 ��.O {��%!"b0� �����$  �� {�S @�?E/��{�� �� !/ .M/
 o��? ��� � �?�/ ��SA ^� 
�.�����A >�=6� ��	 .h�� �� o��������r%�  !r/ o�rM/*r�? !�r;< �r�� �?

+MD!..���� ����B @�?  
!�����r��� ���<� ���0� d�=� ���[ � �?�/ 
��� @����$ K�r��* �r� hr�� !r� �?�r/ �r�� ..r?�

 E�w �? ^� Q�1 d�+��=��� 
��� .?�@���� !��� 
��^ �� !/) ��
/ {��/ �
� !/ �r? )�r��� !r� ^�rM?
(��� �.���� ���. .%�� ���� ��0+� .?�/� ���V�. w�E@  �.����h��  !/»K��� Q%* 1r�1��« �1 !r�r�
� 

 �.r% !
r%�� ��r]� �� !r/ !K��� ���w � ��.x� �� !/ !K��� �� !"�D ^� �.���hr�� ?�r/)�  )�r�M? !r�
.(h%�� h��<� ��]� �� Q��+��=� !K��� @�? !� .��� @���� ���A���E	� �� !r/ �.%^� �r=�  �r��A)*rK��� 

 ^� h�6�/ � o#O �p� ^� (o
6?!���  �������.  
��>% ���* !K��� d.r� �� !r/ hr0�� ��A gr#e� � �hr�� ���r� ���06� @��/ h��?� ��� �� @�

eK�l� !� �?�/ �
A P�M]���C�� *��? ��.% �.��/  �� {<�.O ��� �.���+� �+��� >���=� �� .Mw �? !/
!�;< ���? !� @� !/d�+S� ��K��� ..M
%�� ��+��� .����* 9(�; ��0% <�
% ] =��>��%� ��? 7���%�

@?�8��� �AB���� 7C�B�[ ��!�.�� �� �M� � �u�eK�l� .h�� �R��M� ��Mw @����*  �r�	 !/) @� ���]
i�
�M� E�� (�.% {�=�� ���EV >� ^�T �;< !� ^� � ���� ������*  ���w �� !O��l�*rK���  �� �.r% !
r%��

 ��]�.h�� �.% !
	�V  ��K����� �� ^� !���* .h�� �.% �6O ^���� !� �� �?�/7  

N- O? ��-;�0�P�  �-�/  
 !� d�+S� !� ��� @���� !��� �� �?�/*�;< �r�� �/UK� ��	 �r�M� !r="� ��^���r1 �r��A d��r[
�r�� �� 

��.M/iv  ��� �!�;< �?�6�� �=�/ ���� ��	 �� !� � .MM/�?�/ {�K� ���?  ���A ��/��2D� �r� ..r���
 !� ���oK ..M
0? ��^ j�% !�  

                                                      
2  ��pM�E+FB�? /���D� a�% ^���� �� .��� ��.K�) ����� @��]�� gK�,537-c(c  .h�� (�- .��
����� 
7  ^�) ��
����� h%�������$%� ��!� 9�1�2+G��� 4��
+;21� � ������< o���K���� �S�7(':(  

 ��!��� !r��� 
A !r� �?�r/ ���rD � h�� ����� *el< {�S E/�� !� ����� ���A ^� �=� !/ �?�/ {����� !� ���[ �������� ^� �� �?
 *r��i��
/!�����"r�  (!r�/��)) hr�� ��rD�� ��	�r[��� *rB��#�Sezgin, Geschichte des arabischen Schriftums, Band V 

Mathematik, 1974, p. 320, n. 23-24.( "�	 ��� o!r����? ) hr0? 
��r�� ���r���� @Er/�� *r��i��
/ �� �r��A ���rD � *�%�0?
��+?!�8+���} �& � �75- u �(3�(7�(2!��� ��� ��06� � !�D�� � ���B �
� .( *"#� �� �0�"��� 
��^ !� �?7�+6�)�� '(��)�� ����� �

}c ~�� �&-'2 � �)&82-&(-  � (���B)2---c h�� �.��� ��w !� (�0�"���). 
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�� 
:  �V�� "[�	* ��� � o�� >� E/��:o���� �.%�� 
A {�S E/�� � ����  

: r :ξ = 2 c  
�� �: ���� �� �V�$ o?��e% �� E/�� @�?r&  �r(  
�rMw �o�r%�� !
r%�� !r/r : r :=& ( 2 (  � 
�r�/ ��

^� !����  ���A�.D o�M/ �  �V�ξ& "[�	*  {�S E/����l< ����$ F�
�� E/�� ^� m�E� � ξ( "[�	*  Er/��
 {�S9��	 ����$ :����A �.%�� E/�� ^� >w�/  

ξ = ξ& (  
 ���:   !� 
��/ >� h+0���� "[�	 !� ��e% h+0� �� h�� ����� 
A* .
��/ {�S E/�� � E/�� 
���  

 �� !�;< !� ��� ~�O��o����^A. 
 {=%) �.
��& (��l<OAB  ����� ^����^ �� *ϕ  �� � o����� �p� �� u�� ��� ^� >w�/ h���� �� ��i�

���^ @���� !/ o�M/ ��]� ��* θ .h�� ��.rB�< @���� !r
	�� {�=�� ��� ��.� !/ ��"�� o����$ rdθ  �
��6���r "[�	 �� 
A {�S E/�� �* r(

2 h�� k�� ^�. ���M����z r cos= θ(
2 .a1  ^� {r�S Er/�� ��r6���

 {/��l< :�� ��� .?��� �����  

2

2

sin
cos

+

−
= ⋅ =� ( (( &

& 2 ((
(

( (
2

� �

� �

r.
� r  �  r d�

�r
  

  
 ���
 

 �V� ��t�� !�ϕ = π  :h%�� o�?��� ����� o�� ^� {�S E/�� ��6��� @��� �.%��r
1 ( ) πξ π = 7

2. 
)�"e� �#M�� ^� ����w �h�� h����� �?�/ o=O ��K�� !/ ��% l��� !� !/ *π=2 7

c 2 a_� � π = &
-2  

��..��#��  

 ~�O��l< OAB � o��� ��M/ !� ���AB  
��/ ^� Qi� >� {�S E/�� !/ �#�A ^� .o����� �p� �� ��
rdθ ��6��� �� z rcos= θ h�� !� ��Mw 
��/ {/ {�S E/�� ��6��� ���� .?��� ��:.�A  
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2

sin
cos r

+

−
= ⋅ =� (

(
(

&
� �

� �

r.
� r  �  d�

r�
  

K��e� �� ^�* +���� @��� �.�A h�� !�*  �������V ��6�����l< 
��/ �
�r�/ �� @��r� �  >r� @���� !r/
%�� !���^M *l��� ^� ���A ��e% � .r : r :=& ( 2 (    :h%�� o�?��� �.M/ @���1  

: r : rξ ξ = =& ( & (
( &
2

  

���M�� ����� ��oK d�+S� !� �?�/ ��..��v  

 �!=M�� )�#���� ���� .���V����$  ~�, !� ����/rϕ  �� ����� �K�, ���sin (( �r ���� � h+r0� a1
 �? ~�, !� 
��/�� ��� .?��� ����� 
A ���:  

r : r sin r : r sin r :ϕ ϕ ϕϕ = = ξ((
( ( (

  
 ����� ���	� �
�� 
�� � ����� �����.���  

&- Q,
	 O? ���  
 �?�/ d�+��=� ^��� o����� !��M�T  !� ^� �=�oK �Me� �oK  �h�� h����� !/ ~���1o��+�.  

l��� !� ��� 
��M���1 ^� �?�/* :��� !
	�V��	 �� ��^ ��#O  

-  
�Mw���� 
��� 
��M���1 !/!���
�� [o#O] )�� >� �� h�� ����� ���i� [o#O] �.�� �r� @�
��6��� � �.B�< 
��?vi�  

- 
�Mw �< �� h��S !/�  d�+S�[o#O] �h�� ���/ ���� 
�V�.B�< �� ���$ ��.
0�  hr�� �����
 P]� �� [o#O]���
��* ���6��� � �.B�< 
��? @���� 

- 
�Mw k.��%�� !/vii !���
�� o#O )�� �� �� h�� ����� ��/ o#O �h�� ���/ d�+S� !r/ @�
.B�<$ ���� �
A$  ��/ m�E�QB�6��� ���/ 
��? �l< � �h�� 

�p� !� �� ��� �K��� !/ .��h+0� �?)&
2 �&

(  �(
2@� !r/��w �hr�� !
i������ �� �?�/ �
6�% ( 

�� .��V�)+HI �J1 h6�%@E����  !� h+0� ��oK!/ ���/ P�/ �"+< @�?  �����h��  {r�S Er/�� !�
 !�o#O  ���;	���� !/ �O�l� � �r� ��#�� !r/ ��re�+, orp� �r�� ..rMM/h+r0� @�? ��r� ��rD��

��6��� @�?) {�S @�?E/�� P"
i�@`��  � �.B�<�� {=% ��6��� � ({�S ���� @�? or? !r� �� �p� ����
.���1 ��h�� !� ��^ ��.B� ^� �.?� ��:.�A  

{=%@�? :���;	  
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     ���i�    7  :&  
    ����
�V  5  :(  
    o����/    '  :2  

{=%@�? :Zl0�  
    �"��    2  :&  
    ����    3  :(    
    o�������    c  :2  

�?�/ �?.e� !/ h0i� h+0� qM1 ��.��V  ���A ��.���� d�+S� !� ��.M? f��, ^� ��.M
��� ���? �
 
��? !/ h6V .��� h+0� ����A ��]� �� ���Q�1 !/ h�� ~�� oK����� ���r
6V �i� u� .o�!r
+K� 

#�
� qM1 .Mw�?* l��� Z��[ {=% ��M��? � h���*  �.r% !
��Mr% k.��r%�� �E� �� E�� �+< o�%
�p� !� ��� �.���� �� .M����� ��� ^� @��SA .��^��/���� {?�  hr�� !r� ^�M? h����;< d�+S� {��% !/


����"0� .��� �.����viii  
a1  �/�O E�w !�? ^� a1 �?�/ !/ h�� 
A ^�rl��� qM1 ����� � d�+S�! rl��� �!rl��� Qr% ^�* 

f��, ^� ��	 �� o�% {�r� ^� !r���� ��K�� ��� .h�� !
	��U1 ��"B ����
����r0�� �?�r/ @��r��� 
����� � h0�� ���� ��M� ��� ��� .��%$  �����/oK @�?!�@� �r��� !r��V  Er�� 
�r�� �� ��rC�� �r��
��.?�.  

R-  ������0 4	�#$��� O?  
Q?�t1 !/ o���/ 
��� ��� ^� Q�1 @�?� �� {<�.O �� @� >���=� �� �?�/ !
r%���� !
r%� ���x� !� ��

��� .h��  �
%�� @��� h0i�K��21� 4��%�&�+; ��0%9(;���EV d�+S� @��� )�� ��� � � !� !/ @�Ko @�?
!���0=� ����% �� � ����^ |l�� >� �� !
%�� �� ��� .Mw�? .���� ��
0� !��V� !
	�� u���� �r�� �.��

�.�� �� 
A 
��� �	�G ��=% !w �� !/ �K�O �� !��%��0%9(;  ���
r��� !r/ h�� ���?��/ ^� �=�
 �� �� Q��d��%  �h�� !
%�� �?�/����%  �������� 
A ^� E�� ~�O 
��^ �� !="� !
%UV �� ��M� !� !/
��EV �h��$ 
��� �� ��h�e<�� !/ ����^ .?� @�? �� ��"B��5>L 2���D� !r� � �Er��A ��  �r��A u^��

�% ���� ���0=� ��"Bo
� �#/ !� ��/ �� ������� q��
� h�� �	�/ �
�M��,� @��� .��%$  �.r�A h�� !�
!��% ���� �� @�? Q��� �� � ��"B !/.�A^�� �� ��"�.��% �r���� �o�rM/ ���r� �r�� �� Er�� �?�r/ .

��#�* @E�w !� �� :���� �i"� ��� !/ @��V !#�
� ��� ��� .�� ��6 ��6��6 9M �N, E6 K���� O+3� *HB1
) �2� *HB1Q+3R) �2� E6 (Q+3R*%� ( ����� d��+B !� �� 
��/���V �.h�  

!#�
� ���h6�% @��V�B�� E���� .% ^�.�� !� 
A gO�[ !/$  g�B !� 
�< ��E��1�� Q�1 ���^ .���V



 

 

' 

 
�����X���	 ���� ^������ |���� 
��� �=�� !� h+0�3 �?.re� ..r���� ���r/ >r% or? r���� ���r��� 
h0���� {=% ���� .M/ h��S @�?�M�M��K�? �Me� ��iK������ ���� �� �{=% .M
0? |���� {��<  ���

f��� hK�O qM1 ^�) hK�O !� �� :h0�� ��Mw ����� ���� ��� >r� � ~�� 
�r=�� @��r� (��U1 @��r� ~�r�
 ~�? |���� 
A �� !/ ��� 
��� �� )�� 
�=������� |���� !� �� �#M���%.  ��.�� ���@�r��V  �.rB�  !r/

 �.�1 �?�/�/ �Me� ��&
-2 ��
O g���� ���� ^� ��.� ���?s�+< !/ ��� ��� 
�.M����� !r� �]� � ����MK�

 ��/���� ���.� ^� o<� ��� ����� @�� ^� .!/ ���?.O K�r�� �� k.��r%��* K����� �+�B8� �^�.r��] @��V
[����� �Me� �&8

c&2  �&
c2 � ��� ���/ �i���� h�� �.B ��� !� �?�/ !���w .�� o�?��� ~�O .��� 
��

h	�� .O !� ��w �!/ ���? k.��%�� �� ��/ |C���/ ��D���� @� !/ .Mw�? � ��.h��M%  

*�;< d�+S� h�� ��^ d��[ !� �?�/ix:  
 {=%) o����(:(  

 o������$ABG  E/�� !�D  
DB AG⊥  

E {�S E/���A B G .h��  
  

 !/ o���� ���ABG : AG DB : DE=s�+< ���^ �  ����� @��� �� 
A�l<� @�?o���� 
��� ����� )oK 2 .(
 !/ o�M/ ��	DZ:DB := 2 (���� o�� � � $HZΘ E/�� !�D  �� o����o�M/�M� ����A �  !r��A �r�

s�+< ) o�
6V oK(�(E  {�S E/��QN% ���� o�� $HZΘ .��� .?��� E��  
  

  
 ���2  

                                                      
3  ��� ..%�� (f	��
�) ���V ����� ��e% !� h+0� Qe"C � ����� ����� hO�0� �� Q
O�0� !/ �e��� |"C �
	�� �Me�!"br0�  �� ��rM/ ��

*"b0�  !� �ge=� P�e;� � !���^ ��"�� 
��MB �� ����*"b0�  ���r�� $��� 
�.M�r���� ..���� 
�
��� 
���� �� �K�B *�.M? �����
 ..���/ Q?�t1 ���A $����� o?- .��
����� 
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0%'	 � ��
�01

��
2 �3 

- 

:!/ �#�A ^�  
� � �ABGDB ABG BG ;

DE AG DBAG
= = =

&
(
&
(  

 

:h%�� o�?���  
�BG DE DB ;⋅ = (  

:a1  

�
DZ DZ .

BG DEDB
� �= = =� �
� �⋅

(( (

(
2 -
( 7

  

  
) ���oK &:(  

�
�
BG DE DE ;

DZBG DZ
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