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١دوم ۀدیوفانتوس، کرجی و معادلات درج

٢جفری ا. اوکس

٣یزدی ترجمۀ محمدمهدی کاوه

چكیده
ای جملــهدهد که چگونگی حل معادلات ســه، قول می٤اریثمتیکادیوفانتوس در ابتدای کتاب خود، 

های بازمانده از کتــاب او موجــود نیســت. ولــی دهد، اما چنین قواعدی در بخشدرجۀ دوم را شرح 

ها را از دیوفانتوس گرفته و بیان کرده است. کرجــی  کند که چگونه آنهایی را عرضه میکرجی سرنخ

، هم قاعدۀ متعارف جبــر دورۀ اســلامی بــرای حــل الفخري في الجبر والمقابلةدر کتاب جبر خود، 

ای درجۀ دوم و هم تغییراتی را که دیوفانتوس اعمال کرده آورده اســت. وی پــس از جملهمعادلات سه

ها و مسائل نامد. با بررسی اثباتمی» روش دیوفانتوس«کند و آن را  حلی عرضه می اثبات قواعد، راه

ای درجــۀ جملــهاش برای حل معــادلات ســهکنیم که دیوفانتوس قاعدهدر چندین اثر کرجی ادعا می

استخراج نموده و اینکه کرجی، استنتاجات و قواعــد خــود را » روش دیوفانتوس«ا از طریق این دوم ر

وام گرفته است. اریثمتیکااز 

ایــن  بگــوییم کرجــی و حل کردن معادلات درجۀ دوم توسط دیوفــانتوس مورد در توانیممی آنچه

 و دورۀ یونــانی جبــر متــداولو فرآینــدهای  بنیــادی مشــترک مفــاهیم حل هر دو مبتنی برراه است که

 شــود،نمــی ناشــی متــون از ایزنجیره هیچ از قول دیگری از یکی نقل مطالب توسط. است اسلامی

  که است شفاهی سنت ناشی از بیشتر بلکه
ً
 در و ردپــایش رواج داشــته قــدیم دنیــای سراسر در ظاهرا

 حــل بــرای قواعــد تغییــر کــه اســت با این ذهنیت. است جا مانده رسیده به که به دست ما هاییمتن

.تبیین کنیم را دیوفانتوس گمشدۀ روش و کرده مرتب را کرجی قواعد تا سازدمی قادر را ما معادلات

دوم.  ۀمدرن، معادلات درج : دیوفانتوس، کرجی، جبر پیشهاکلید واژه

ایست از: . این مقاله ترجمه١
Oaks, J. A., “Diophantus, al-Karajī, and Quadratic Equations”, Science, Technology, and Medicine in Ancient

Cultures, vol. 8 (2018), pp. 271- 294.  
oaks@unidy.eduاستاد ریاضیات در دانشگاه ایندیاناپلیس،  .٢
mahkavyzd@yahoo.com ،پژوهشگر تاریخ ریاضیات دورۀ اسلامی. ٣
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. مقدمه١
راه حل معادلات درجۀ دهد که قول می اریثمتیکاقول مشهور در مقدمۀ کتاب دیوفانتوس در یک نقل

 هم چگونگی حل حالتی را که در آن دو جملــه برابــر بــا یــک «ای را توضیح دهد:  جمله دوم سه
ً
بعدا

قاعدۀ کلی در هیچ بخشی از این کتاب او، به یونانی » شود به شما نشان خواهم داد. جمله گرفته می

کنــد یونانی چهارم تا ششم حل می شود. اما او معادلات درجۀ دوم را در مقالاتیا عربی، یافت نمی

کند.و در دو مورد قاعدۀ محاسبۀ آن را بیان می

 دورۀ قواعدی که دیوفانتوس دنبــال کــرده، قواعــد اســتاندارد حــل معــادلات درجــۀ دوم در جبــر

اســلامی، ابتــدا معادلــه بــه صــورت  دورۀ اسلامی نیست. تفاوت در این واقعیت اســت کــه در جبــر

شــود؛ در حــالی کــه در قواعــد دیوفــانتوس یعنی ضریب جملــۀ مربــع یــک مــیآید؛ متعارف در می

کند که به کتــاب جبــر احتیاجی به متعارف کردن معادله نیست. این تفاوت هنگامی اهمیت پیدا می

 ، مراجعه کنیم. کرجی به شدت وامدار دیوفانتوس است. او هم قواعد معمــول جبــرالفخريکرجی، 

کنــد. آنکه نامی از او ببرد، عرضه مــی  که از دیوفانتوس گرفته است بی اسلامی و هم قواعدی را دورۀ

کرجی بعد از اثبات هندسی خود فرایند دیگری را برای دو نوع معادلــه بــر اســاس تکمیــل بــه مربــع 

ها در هیچ کجــای مقــالات موجــود نامد. اما این روشمی» روش دیوفانتوس«کند و آن را  عرضه می

اند. بنابراین سازگاری و تطبیق این دو فرایند دیوفانتوس دشوار است.  نشده اعمال اریثمتیکاکتاب 

کنم که کرجی قواعد حل معادلات درجــۀ های مسائل در سه مقالۀ او، ادعا میحلبا خواندن راه

علــل حســاب آموخته اســت. در اثــر کمتــر مطالعــه شــدۀ او، اریثمتیکا دوم غیر متعارف را از کتاب 

به اثباتی برای قاعــدۀ معمــول جبــر » روش دیوفانتوس«، هم وشرحها والبراهین علیه الجبر والمقابلة

دهــد کــه شود. این مرا به این سمت ســوق مــیاسلامی برای هر نوع معادلۀ درجۀ دوم تبدیل میدورۀ 

بپذیرم دیوفانتوس در جایی بین مقالۀ هفتم و مقالۀ یونانی چهارم قواعد خود را بــرای حــل معــادلات 

استخراج کرده است.» روش دیوفانتوس«عارف از طریق این غیرمت

که دومی آن قواعــد را  اند و اینکه دیوفانتوس و کرجی هر دو معادلات درجۀ دوم را حل کرده اظهار این

دهــد. هــای مشــابهی قــرار مــیاز اولی وام گرفته است، به طور ضمنی، ایــن دو ریاضــیدان را در جایگــاه

اســلامی بــا  دورۀ اخیر نشان داده است که اگرچه ساختار و مفــاهیم اساســی جبــرای از مقالات مجموعه

ی دیوفانتوس آمده بســیار اریثمتیکا مفاهیم جبر مقدماتی امروزی تفاوت اساسی دارد، اما با آنچه در کتاب

مطابقت دارد. به همین دلیل برای متمایز ساختن جبر امروزی از روش معمــول دیوفــانتوس و نویســندگان 

مــدرن کنیم. پس باید مراقب تمایز معادلات پیشیاد می» مدرنجبر پیش«سلمان از مورد اخیر با عنوان م

در آثار دیوفانتوس و کرجی از یک طرف و معادلات امروزی از طرف دیگر باشیم.

 دورۀ هــا در جبــر همسانی بین واژگان و قواعد و مفاهیمی که دیوفانتوس به کار برده بــا نظــایر آن



١۵

ید
س،

تو
فان

و
 

رج
ک

 ی
رج

 د
ت

دلا
عا

 م
و

 ۀ
وم

د

هاست. متأسفانه متــون مشــابهی مــرتبط بــا حــوزۀ  می نشانگر پیوند تاریخی خیلی قوی بین آناسلا

مــدرن قبــل از علمی اسکندریه و بغداد نداریم، اما این دلیلی برای رد ایــن ادعــا نیســت. جبــر پــیش

هــا را در زمینــۀ آن بنویســند بــه صــورت شــفاهی در میــان که خوارزمی و ابن ترک اولــین کتــاب این

 قابل قبول است که این روش فقط در کتابهای حرفه گروه
ً
هــا (بــه ای منتشر شده بود. بنابراین کاملا

اندازۀ کافی) نوشته نشده بود تا اثری را که دوست داریم در میان جامعۀ علمی بــاقی گــذارد. اگــر در 

تفاده واقع یک سنت مداوم در حل مسئلۀ جبری وجود داشته است که دیوفانتوس و کرجــی از آن اســ

های خاص حل معادلات درجــۀ دوم رخ اند، این ناپیوستگی اتفاقی جایی در امتداد مسیر روشکرده

دهد درک خود را از تأثیرات دیوفانتوس بر کرجــی اصــلاح کنــیم و روش داده است که به ما اجازه می

دیوفانتوس را برای استخراج قواعدش پیشنهاد کنیم.

کــنم. در بخــش ســوم، رن را در بخش دوم مقاله عرضــه مــیمد های اساسی جبر پیشمن ویژگی

کنم که تــأثیر ابوکامل را توصیف می الکامل في الجبر والمقابلۀ ی دیوفانتوس و کتاباریثمتیکاکتاب 

انــد. معــادلات درجــۀ دوم در جبــر دیوفــانتوس و در داشته الفخرياصلی را بر کرجی و در نتیجه بر 

دهنــد.  های چهارم تا ششم مقالــۀ حاضــر را تشــکیل میکرجی بخش الفخرياسلامی تا  دورۀ جبر

شــوند و نتیجــۀ همــۀ های هفتم و هشتم بررســی مــیهای مربوط به سایر آثار کرجی در بخش بخش

ش پایانی، بخش نهم، آمده است. ها در بخ آن

مدرن. جبر پیش٢
ساختار و مفاهیم، متفاوت اسلامی یک روش عددی برای مسئله حل کردن بود که، از نظر  دورۀ جبر

مدرن  از جبر امروزی است. مروری کوتاه در این بخش عناصر حیاتی جبر دورۀ اسلامی و جبر پیش

شود. را شامل می

های مجهولات عرضه هایی برای توانی دیوفانتوس و جبر دورۀ اسلامی ناماریثمتیکادر هر دوی 

و دورۀ اسلامی با نمادهای امروزی در جدول زیر های چند توان نخست در جبر یونانی شده بود. نام

آمده است:

مدرناسلامیدیوفانتوس

۱درهم (سکۀ نقره) عدد، یا احدواحد - ) monasموناس (

xجذر یا شئعدد - ) arithmosآریتموس (
x2مالتوان - ) dynamisدینامیس (

x3کعبمکعب - ) kybosکیبوس (

x4مال المال)dynamodynamisدینامودینامیس (
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 دیوفانتوس میمعادلات مبتنی بر این نام
ً
 بجزگوید: یک دینامیس و شانزده واحد  ها هستند، مثلا

هشت آریتموس مساوی است با یک دینامیس و دوازده واحد. این معادله با عبارات امــروزین چنــین 

شود:نوشته می

x x x   2 216 8 12

ابوکامــل اســت: إثنــین  کتاب فــي الجبــر و المقابلــةای از اسلامی، معادله دورۀ یک مثال از جبر

 أربعة أموال وربع مالٍ. تعدل مائة درهم ومالین. بیان متنــاظر آن در جبــر 
ّ
 ونصف شئ الا

ً
وستین شیئا

امروزی چنین است:

x x x  2 21 1
62 4 100 2

2 4
شــدند.  ها تصور نمی مدرن و بنابراین معادلات نیز مانند همتایان امروزی آنهای پیشایچندجمله

ها در متون یونانی و اسلامی به جای یک ترکیــب خطــی حاصــل شــده از اعمــالی ماننــد ایچندجمله

ها، بدون هیچگونه عملیــاتی در نظــر های توان ای از نامجمع، تفریق، ضرب و توان، به عنوان مجموعه

ای از سیزده شــئ دیوفانتوس مجموعه» یک دینامیس و دوازده واحد«شدند. برای مثال عبارت گرفته می

که گفته شود: یک میز و دوازده صندلی. من بــرای راحتــی کــار  شود؛ مانند آندو نوع در نظر گرفته می از

دهم، اما برای درک درســت مدرن را با نمادهای امروزی نشان میاغلب عبارات و معادلات جبری پیش

مدرن را در خاطر نگاه داشت.ها باید الفاظ مربوط به جبر پیش آن

. اضافه کردن جملاتــی ۱خواهد تا معادلات را در دو مرحله ساده کند:  اننده میدیوفانتوس از خو

اند به هر دو طرف معادله یا کم کــردن جملاتــی کــه بــه یــک طــرف که در یک طرف معادله کم شده

. حذف جملات متشابه از دو طرف معادله. اینها همــان ۲اند از دو طرف معادله؛ معادله اضافه شده

اند. شده نامیده می» مقابله«و » جبر«شده و در جبر دورۀ اسلامی هم انجام میمراحلی است که 

قواعد حل معادلات ساده شده، اعداد جملات (یعنی ضرایب جملات) را بــه عنــوان پــارامتر در نظــر 

شد، در متــون اســلامی فقــط شــش نــوع  جا که فقط اعداد مثبت به رسمیت شناخته می گیرند؛ و از آنمی

کرجی آمده به قرار زیر است: الفخريبندی شده است. این معادلات به ترتیبی که در ه طبقهمعادلۀ ساد

معادلات مقترنه (مرکب)معادلات مفرده (ساده)

bx. اشیاء معادل عدد: ۱ c

ax. اموال معادل اشیاء: ۲ bx2

ax. اموال معادل عدد: ۳ c2

ax. اموال و اشیاء معادل عدد: ۱ bx c 2

ax. اموال و عدد معادل اشیاء: ۲ c bx 2

bx. اشیاء و عدد معادل اموال: ۳ c ax  2
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هــا بــا بسیاری از کتاب ها در حل حل خاص آن عرضه شده است و این راهبرای هر نوع معادله راه

های هندسی همراهند.اثبات

برای حل یک مسئله به کمک جبر، گاهی یک و گاهی بیش از یک کمیت مجهول لازم است کــه 

شوند. شرایط داده شده در مسئله، به معادلۀ مشخصــی بــر حســب ایــن های معینی خوانده میبه نام

شود. در اینجا یک مسئلۀ معین ســاده از ل میشود که در مرحلۀ بعد ساده و سپس ح ها منجر می نام

می  المقدمة الکافیة في حساب الجبر والمقابلة وما یعرف به قیاســه مــن الأمثلــةکتاب 
َ
از علــی سُــل

١شود:عرضه می

[شرایط داده شده]

اگر کسی بگوید: کمیتی (مقدار معینی وجه نقد) هســت کــه اگــر درهمــی بــه آن اضــافه کنــی، 

حاصل جذر خواهد داشت؛ و اگر یک درهم هم از آن کم کنی، باز حاصل جذر خواهد داشت. 

[ساختن معادله]

xکمیت مجهول را یک مال و یک درهم در نظر بگیر:  2 ک درهــم کــم کنــی، ؛ تا اگر از آن یــ1

باقیمانده جذر داشته باشد که همان مال اولیه است. پس به آن یــک درهــم اضــافه کــن تــا مــال و دو 

xدرهم باشد:  2 . پس جستجو کن یک ریشه برای این. پس اگر تو آن ریشــه را یــک شــئ و یــک 2

xدرهم بگیری،  1 خودش ضرب کنی تا مال و دو شئ و یک درهم شود:، باید آن را در

x x 2 2 1
این معادل با مال و دو درهم است:

x x x   2 22 1 2
[ساده کردن و حل معادله] 

ماند:مال را با مال و یک درهم را با یک درهم حذف کن. پس یک درهم معادل دو شئ باقی می

x1 2
شئ یک دوم و مال یک چهارم است. بنابراین مال و یک درهم برابر با یــک و یــک چهــارم درهــم 

٢خواستیم.است. پس این آن چیزی بود که می

حل دیگر] [راه

.۳پ، سطر ۵۰، گ ۵Sbathواتیکان نسخۀ  .١

در این صورت کمیت مجهول  .٢
5

4
است که با افزودن و کاستن یک واحد به ترتیب  

9

4
و  

1

4
شود. می 
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xرا یک شئ و نصف درهم فرض کنی:  ١و اگر جذر عدد مطلوب  1

2
، x؛ پــس مقــدار جــذر، 

]یک و نصف و ربع  ]  
1 1 3

1 1
2 4 4

]و مال برابر با سه و نصف ثمن   ]1
3

16
است و با اضافه کردن  

٢شود، که همان مقدار مطلوب است.یک درهم به آن، چهار و نصف ثمن می

x، »یک مال و یک درهم«حل اول، کمیت در راه 2 یــک شــئ و یــک «، و جذر مربع بزرگتــر 1

x، »درهم 1یجه حل مسئله منجر به حل معادلۀ شود و در نت، نامیده می

x x x   2 22 1 2
حل فرایند مشابهی دارد. شود. دومین راهشود. سپس این معادله ساده و حل میمی

ی دیوفانتوس نیز وجود دارد. مسئلۀ اول مقالــۀ اول مثــالی اریثمتیکاساختار مشابهی برای مسائل 

از یک معادلۀ سادۀ معین است. صورت مسئله عبارت است از: تقسیم عددی مفروض به دو جزء به 

باشــد.  ۴۰و تفاضل دو مقــدار  ۱۰۰طوری که دارای تفاوت معینی باشند. فرض کنید عدد مفروض 

شــود و معادلــه بــه ، نامیــده مــیx،»یک آریتمــوس«به دست آوردن دو عدد، کوچکترین عدد  برای

x» [صد واحد مساوی است با دو آریتموس و چهل واحد«صورت  100 2 شــود. ] تنظیم مــی40

شود. سپس این معادله ساده و حل می

هدف از جبر یافتن اعداد مجهول، یعنی حل مسائل است. به همــین به گفتۀ نویسندگان مسلمان 

ترتیب، راه و طریق دیوفانتوس روشی برای حل مسائل اســت. در هــر دو حالــت، ایــن روش شــامل 

هاست. سپس اعمال های از پیش تعیین شده برای تواننامگذاری مجهول یا مجهولات بر حسب نام

هاســت. ایــن معادلــه ســپس ای بر حسب این نام اد معادلهکردن معلومات مسئله برای تشکیل و ایج

ها، در هر دو اثر، ایجبری چندجمله شود. این روش اصلی، با همان تفسیر از جمعساده و حل می

اسلامی، مشترک است. این روشی است که من، در این مقالــه بــا  دورۀ ی دیوفانتوس و جبراریثمتیکا

کنم. ذکر می» جبر«عنوان 

xیعنی جذر  .١ 2 2.

xجذر مورد نظر را  اگر. ٢  1

2
حالت اول داریم: مانند در نظر بگیریم، 

x x x x x x x                    
   

2 2
2 2 2 21 1 7 7 65

2 2 1 1
2 4 4 4 16

مقدار پول نقد اولیه  پس
1

4
16

درهم است. حال اگر یک درهم از آن کم کنیم،  
1

3
16

شود که جذر آن درهم می 
3

1
4

درهم است. و اگر  

یک درهم به آن اضافه کنیم، 
1

5
16

شود که جذر آن درهم می 
1

2
4

مدرهم است.  
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دیوفانتوس، ابوکامل و کرجی. ٣
 الکامــل فــي الجبــر والمقابلــۀ ی دیوفــانتوس و کتــاباریثمتیکــاکرجی،  الفخريدو اثر تأثیرگذار بر 

شوند: این سه اثر در اینجا، به ترتیب زمانی، توصیف می ١ابوکامل هستند.

 در اواخــر دوران باســتانی خود را به یونانی اریثمتیکا دیوفانتوس اسکندرانی کتاب
ً
در ، احتمــالا

قرن چهارم میلادی، نوشته است. شش مقاله از سیزده مقالۀ اصلی کتاب که بــه زبــان یونــانی بــوده، 

انــد. مــن کتــاب موجود هستند: مقالات اول تا سوم و سه مقالۀ دیگر کــه بعــد از مقالــۀ هفــتم آمــده

ها  گذاری آنها و شمارهقولکنم که نقلرا، که شامل مقالات چهارم تا ششم است، دنبال می ٢سزیانو

ی دیوفانتوس در اواسط قرن سوم هجــری توســط اریثمتیکادر دورۀ نوزایی را حفظ کرده است. کتاب 

قسطا بن لوقا به عربی ترجمه شده است. چون روش دیوفانتوس از نظر ساختاری و مفهومی با جبــر 

فاده از اصــطلاحات جبــری اسلامی سازگار است، قسطا بن لوقا مقالات دیوفــانتوس را بــا اســتدورۀ 

٣زمان خود ترجمه کرده و فقط مقالات چهارم تا هفتم از این ترجمه باقی مانده است. 

روند، دیوفانتوس در مقدمۀ کتابش اصطلاحات و قواعد را، به ترتیبی که در حل مسائل به کار می

نــد و ســپس نــام کشــوند، شــروع مــیکند. وی با اصطلاحاتی که در میان مسائل ظاهر میمرور می

دهــد. بــه دنبــال ها را توضیح می آورد، و نحوۀ ضرب آنها را می ها را تا درجۀ شش و برعکس آن توان

سازی معــادلات  ها و چگونگی تنظیم و سادهایاین، توضیح مختصری در مورد اعمال بر چندجمله

 نشان خواهد داد کند. در این مرحله است که او میرا عرضه می
ً
ای جملــهکه معادلات سهگوید بعدا

شوند. بقیۀ رسالۀ موجود شامل مسائل حل شده است.  چگونه حل می

کتــاب الکامــل فــي الجبــر کــرد. کتــابش در جبــر، ابوکامل در اواخر قرن نهم در مصر کــار مــی

خوارزمی تــدوین شــده و در بغــداد  والمقابلۀ الجبر حساب فی کتاب المختصر، بر اساس والمقابلة

نامم آغــاز شــده م نوشته شده است. این دو رساله با آنچه من "جبر محض" می۲۱۸ - ۱۹۷در حدود 

شــود. اولــین بخــش شــامل تعــاریف و قواعــد ضــروری بــرای حــل است که به دو بخش تقسیم می

هــای ای از مسائل حل شده در بخش دوم است. در هر دو کتاب قسمت اول به ترتیــب نــاممجموعه

هــا، و اثبــات شــش معادلــۀ ســاده شــده، و اعمــال بــر حــلعــادلات، راهبندی ماولین دو توان، طبقه

هــا و دهد. مــتن کتــاب جبــر ابوکامــل شــامل قــوانین، مثــالها را پوشش می ها و ریشهایچندجمله

برد. برد؛ اما هرگز از ابوکامل نامی نمی از وی نام می» روش دیوفانتوس«تنها در دو مورد هنگام توضیح کرجی  .١
2. Sesiano, J.: Books IV to VII of Diophantus’ Arithmetica in the Arabic Translation Attributed to Qusṭā ibn Lūqā,

1982, New York.
شامل متن تصحیح شدۀ یونانی است. متن تصحیح شدۀ ترجمۀ عربی کتاب در آثار سزیانو   )Tannery 1893- 1895کتاب پل تانری (. ٣

)Sesiano 1982) و رشدی راشد (Rashed 1984.آمده است (
Diophantus: Tannery, P. 1893–1895. Diophanti Alexandrini Opera Omnia cum Graeciis Commentariis. Leipzig.

(repr. Stuttgart: 1974).
Rashed, R. (ed.) 1984. Les Arithmétiques. Paris.
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مســئلۀ  ۳۹های بیشتری نسبت به جبر خوارزمی است. خوارزمی در بخش دوم جبر محــض،  برهان

ورده است. مسئله آ ۷۴شده دارد، ولی ابوکامل حل

هــایی در مــورد شــود. خــوارزمی فصــلدر هر دو کتاب، جبر محض با مطالب مرتبط دنبال مــی

ای گسترده شامل مسائلی در فرائض به کتاب خود اضافه کرده اســت کــه مساحی، معاملات و مقاله

مســئلۀ  ۲۰ای مشــتمل بــر اند. ابوکامل به جبــر محــض خــود مقالــهبه روش جبر و مقابله حل شده

شــوند، افــزوده و ها به وسیلۀ جبر حــل مــی ها) که بیشتر آنضلعیها و دهضلعیهندسی (دربارۀ پنج

ها معادلات نامعین (سیاله) هســتند  مسئلۀ مختلف را که بسیاری از آن ۸۴ای شامل سپس مجموعه

شوند، آورده است. و با جبر حل می

ل قــرن پــنجم هجــری در بغــداد کــار ابوبکر بن محمد بن حسن کرجی اواخر قرن چهارم و اوای

ق ۴۰۱تألیف شده که در سال  الفخري في صناعة الجبر والمقابلةکرد. اثر مهم او در جبر، کتاب می

است. سازماندهی کلی کتاب از کتاب جبر ابوکامل الگوبرداری شده و با قوانین جبر آغاز شده و در 

تغییرات را در سازماندهی قواعــد ایجــاد  ای از مسائل حل شده آمده است. او برخیپی آن مجموعه

کرده که بخشی از آن بر اساس مقدمۀ دیوفانتوس است. کرجی بــه جــای عرضــۀ تنهــا دو تــوان اول، 

ها را ذکــر  ها را تا درجۀ نهم و همچنین وارون آناند، نام توانچنان که خوارزمی و ابوکامل انجام داده

هــای رونــد، وی بــا مثــال قبلی به ســراغ معــادلات مــیهای جبر عربی کند؛ و در جایی که کتابمی

هــا، و برخــی ها و بخشی مربــوط بــه مجمــوع ســری ها و ریشهایمتعددی روی اعمال بر چندجمله

دهد.ها در علم حساب کار را ادامه میقضیه
گذاری مجهــولات، اِعمــال در این مرحله، کرجی مراحل حل مسائل را به کمک جبر، شامل نام

دهد. ایــن م شده روی مجهولات برای تشکیل معادله، و ساده کردن معادله را توضیح میشرایط اعلا
 منجر به طبقه

ً
شــود. وی بخــش اول ، و اثبات شش معادلۀ جبــری مــیحلبندی، روش امر مستقیما

رساند. کتاب خود را با برخی نکات در مورد تنظیم معادلات برای مسائل نامعین به پایان می
کند. بــیش اند، عرضه میبندی شده مسئلۀ حل شده را، که در پنج گروه دسته ۲۵۵کرجی سپس 

رســد کــه ی دیوفانتوس گرفته شده است و بــه نظــر مــیاریثمتیکاعدد از این مسائل از کتاب  ۱۰۰از 
مسائل زیــادی هــم  ١برخی دیگر از آن مسائل صورت تغییر یافتۀ مسائل دیگری از دیوفانتوس باشند.

 از آنجا گرفته شده است و به 
ً
از کتاب ابوکامل گرفته شده است. بیست و دو تا از این مسائل مستقیما

 کتــاب الکامــل فــي الجبــر والمقابلــةرسد که چهارده مورد دیگر صورت تغییر یافتۀ مســائل نظر می
مــان ترتیبــی کــه در منبــع اصــلی شود که مسائل با هها زمانی بیشتر آشکار میباشند. این وام گرفتن

بخش  ۱۶تا  ۱۲ابوکامل، به ترتیب، به عنوان مسائل  ۲۲تا  ۱۸اند. مسائل آمده در اینجا هم ذکر شده

 تمامی مقالۀ چهارم در  سزیانو می .١
ً
).۱۰، ص ۱۹۸۲نقل شده است (سزیانو،  الفخریگوید تقریبا



٢١

ید
س،

تو
فان

و
 

رج
ک

 ی
رج

 د
ت

دلا
عا

 م
و

 ۀ
وم

د

با تغییر جزئی در صورت آن آورده شده است.  ۲۱سوم کتاب کرجی هستند؛ با این تفاوت که مسئلۀ 
مقالــۀ چهــارم کتــاب  ۲۳تا  ۲۱مسائل  ابوکامل به همان صورت به عنوان ۵۹تا  ۵۷همچنین مسائل 

از منــابع دیگــر گرفتــه و  کرجی هستند. کرجی مانند پیشــینیانش ابوکامــل و خــوارزمی، مســائلی را
 
ً
برخی را خودش ابداع کرده است. احتمالا

ها صحبت  اند، و در این مقاله از آننوشته شده الفخريها پس از  سه اثر دیگر کرجی، که همۀ آن

ارتند از:خواهد شد؛ عب

هــا و ای: این کتاب شامل مباحثی در نظریۀ اعداد، محاسبات با چندجملهالبدیع في الحساب - 

های جبری برای معادلات معین و سیاله است.حلراه

گیری با یک فصل گستردۀ پایانی در جبر.: کتابی است در زمنیۀ حساب و اندازهالکافي في الحساب - 

های حســابی : اثری کوتاه که شامل اثباتة وشرحها والبراهین علیهعلل حساب الجبر والمقابل - 

هاست. های معادلات و قواعد برای اعمال بر روی ریشهحلراه

دیوفانتوس  یاریثمتیكا. معادلات درجۀ دوم در ۴
باید معادلات را مرتب و ساده کرد، به طــوری کــه هرگــاه «نویسد که: دیوفانتوس در مقدمۀ خود می

 بــه شــما نشــان خــواهم داد کــه چگونــه امکان 
ً
داشت، یک جمله معادل با یک جمله باقی بماند. بعدا

توضیحات قــول داده شــده » حالتی را که در آن دو جملۀ باقیمانده مساوی با یک جمله است حل کنید.
ای ملــهجهای به جا مانده، چه به یونانی و چه عربی، وجود ندارد. اما دیوفانتوس معادلات سه در مقاله

کند. در هر حالت او بدون نشــان دادن محاســبات بــه را در مقالات چهارم تا ششم متن یونانی حل می
 بجــزدینــامیس  ۶۳۰کند. برای مثال در مسئلۀ نهم مقالۀ ششم آورده است: سادگی جواب را عرضه می

شود آریتموس برابر است با آریتموس معادل با شش واحد که از آنجا نتیجه می ۷۳
6

35
.

اما در آنجا دو مسئله وجود دارد که در آن محاسبات برای حل یک نامساوی، که به عنوان معادلــه 
اســت کــه دیوفــانتوس آن را بــا مقالۀ چهــارم  ۳۹ین مسئله، مسئلۀ گیرد. اول شود، انجام میتلقی می

xنامعادلۀ  x 22 6 نشان داده است: 18
کنــیم، را در خودش ضرب میها کنیم، نصف آریتموسوقتی این را به عنوان یک معادله حل می

 ۹شــود. ایــن را بــه مــی ۳۶کنیم، که واحد ضرب می ۱۸را در هااز دینامیس ۲شود و عدد می ۹که 
را بــه آن اضــافه  هــا اســت. نصــف آریتمــوس ۷شود، که جذر آن نــاکمتر از می ۴۵کنیم،  اضافه می

کنــیم، خــارج قســمت] ها تقسیم میشود. حاصل را بر عدد دینامیسمی ۱۰کنیم، [که ناکمتر از  می
١شود.واحد می ۵ناکمتر از 

باشد. ۵باید حداقل  xدیوفانتوس در پی یافتن جواب صحیح برای نامساوی است، پس  .١
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axاگر بخواهیم این قانون را به یک دستور امــروزی بــرای حــل معادلــۀ  bx c 2  ،برگــردانیم

شود: چیزی شبیه به این می

x b ac b
a

 
       

 

2
1 1 1

2 2

ای از یک تفاوت اساسی بین روش دیوفانتوس و دستور امروزی ایــن اســت کــه مــورد اول دنبالــه

هــا  شــود؛ در حــالی کــه در دومــی همــۀ آنها شروع مــی عملیات است که با نصف کردن آریتموس

شــود شود. به عبارت دیگر یکی به صورت شفاهی بیان میهمزمان با نمادهای امروزی جبر بیان می

دهد. که دیگری آن را نمایش میدر حالی 

ای با نماد امروزی زیر است:مثال دوم در مسئلۀ دهم مقالۀ پنجم و در مورد نامعادله

x x 272 17 17
هــا ضرب عدد دینامیسشود. حاصلمی ۱۲۹۶کنیم، ها را در خودش ضرب می نصف آریتموس

 ۳۱مانــد. جــذر آن نابیشــتر از بــاقی مــی ۱۰۰۷م، کنــیشود، از آن کم میمی ۲۸۹ها را که و موناس

است. با تقسیم این، بــر  ۶۷ها به این ریشه؛ حاصل نابیشتر از  است. با اضافه کردن نصف آریتموس

شود که آن نابیشتر از ها نتیجه میعدد دینامیس
67

17
است.  

axصورت امروزی جواب معادلۀ  c bx 2 :چنین است

x b ac b
a

        
 

2
1 1 1

2 2

و مسئلۀ بیست و دوم مقالۀ ششم، دیوفــانتوس توضــیح سئلۀ دیگر، مسئلۀ ششم مقالۀ ششم در دو م

شــده مطابقــت دارد. در  دهد که جذر مبیّن معادله باید گویا باشد و محاسبۀ آن با دو جواب عرضــه می

xمورد معادلۀ  x 26 3 هــا  باید نصف مقدار آریتمــوس«نویسد: در مسئلۀ ششم مقالۀ ششم می 7

هــا اضــافه شــده، تشــکیل یــک ها و موناسضرب عدد دینامیسکه در خودش ضرب شده و به حاصل

bبـــا نمادهــای امـــروزین بایـــد » مربــع بدهـــد. ac   
 

2
1

2
گویــا باشـــد. در مـــورد معادلـــۀ  

x x 2172 336 ایــن مســئله جــواب [گویــا] نــدارد اگــر «گویــد: مقالۀ ششم می ۲۲در مسئلۀ  24

هــا در ضــرب عــدد دینــامیسها که در خودش ضــرب شــود و از ایــن، حاصــل نصف مقدار آریتموس
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b. با نمادهای امروزی ١»ها کم شود، تشکیل یک مربع ندهدموناس ac   
 

2
1

2
باید گویا باشد.  

های معادلات درجۀ دوم را در جایی بــین مقالــۀ هفــتم و قســمت موجــود حلد راهدیوفانتوس بای

افزودن جملات کم شده به هــر دو «مقالۀ چهارم توضیح داده باشد. دستورالعمل او در مقدمه، یعنی 

بنــدی دهد که معادلات مقترنۀ طبقــهنشان می» کم کردن جملات متشابه در هر دو طرف«و » طرف

ای است که در متون اسلامی موجود است. اینکــه بــرای به همان سه نوع معادله شده نزد وی منحصر

ای داده شده است با تغییر در جمع یــا تفریــق در قواعــدی کــه او در  حل جداگانهها راه هر یک از این

 ۲۲و  ۶هــای مقالۀ پــنجم و مســئله ۱۰مقالۀ چهارم و مسئلۀ  ۳۹های ترجمه شده از مسئلۀ قولنقل

شود.ششم دنبال کرده است، تأیید میمقالۀ 

. معادلات درجۀ دوم در جبر دورۀ اسلامی پیش از کرجی۵
ای همان قواعد متعارف در جبر دورۀ اسلامی نیستند. جملهقواعد دیوفانتوس برای حل معادلات سه

یــک  در قواعد جبر دورۀ اسلامی معادله ابتدا باید بهنجار شود، یعنی ضریب جملۀ بــالاترین درجــه

نصف یک ششم مال معادل بــا شــئ و بیســت و چهــار «شود. برای مثال خوارزمی برای حل معادلۀ 

x» (درهم x 21
24

12
گوید: ) می

ضرب کن نصف یک ششم مال را در دوازده تا مال کامل شود؛ و ضــرب کــن شــئ را در دوازده، 

ه، تا دویســت و هشــتاد و هشــت درهــم و تا دوازده شئ شود؛ و ضرب کن بیست و چهار را در دوازد

دوازده شئ معادل مال شود:

x x  2288 12
کن آن را در خودش و اضافه کن ایــن را بــه نصف کن عدد اشیاء را تا شش حاصل شود و ضرب 

 سیصد و بیست و چهار شود. پــس جــذر آن را اســتخراج کــن، کــه 
ً
دویست و هشتاد و هشت تا کلا

ن را به نصف عدد اشیاء، که شش است، اضافه کن؛ تا بیست و چهار به دست آید کــه هجده است. آ

٢مقدار مجهول است.

xبا نمادهای امروزی جواب معادلۀ بهنجار شدۀ  bx c 2 توان به صورت زیر نمایش داد:را می

x b c b    
 

2
1 1

2 2

هم وجود ندارد زیرا مبین معادلۀ منفی است.در این مورد جواب گنگ  .١

 تر است زیرا مبین حل این معادله به روش دیوفانتوس آسان .٢
1

2
4

و جذرش  
1

1
2

است. 
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شود:میبهنجار کردن معادله به دو صورت انجام 

شود؛ همچنان که خــوارزمی در می» تکمیل«ها کمتر از یک باشد، پس کسر مال اگر تعداد مال

شود به یــک مــال. خــوارزمی، می» رد«ها بیشتر از یک باشد، پس متن بالا انجام داد. اگر تعداد مال

ایی از هــر هابوکامل و کرجی و اکثر جبردانان هنگام توضیح چگونگی حل معادلات درجۀ دوم مثال

اند.دو نوع بالا عرضه کرده

این روش که پیش از به کار بردن الگوریتم، معادله بهنجار شود؛ در منابع جبــر دورۀ اســلامی بــه 

های تــألیف شــدۀ های موجود قبل از کرجی و در همۀ کتابکار رفته است. این قانون در اکثر کتاب

شرح السبط  فرائد عوائد جبریة علیٰ شناسم  متأخرترین مثالی که می ١ام آمده است.پس از او که دیده

 ٢ق) است.۱۱۸۱م حفنی (م. النگاشتۀ محمد بن س للیاسمینیة

ابوکامل تنها جبردان پیش از کرجی است که کوشید تا قواعدی برای حل معادلات عرضــه کنــد. 

ای بــرای پیــداکردن مســتقیم با قاعــدهکند که او برای هر نوع معادله ابتدا قاعدۀ متعارف را عرضه می

حل او را برای یافتن مال مال دنبال شده است. در این قواعد نیز معادله باید بهنجار شود. در اینجا راه

xاست (» سه شئ و چهار عدد معادل مال«برای معادلۀ  x  23 آوریم: ) می4

ین است: عدد اشیاء را در خودش ضرب کن، نه بــه کنی چنو راهی که از طریق آن مال را پیدا می

شــود. ســپس آید. و این نه را در چهار درهم، که با اشیاء است، ضرب کن؛ سی و شش میدست می

آید. این را در خودش ضرب کن، بیست و چهار و یــک نه را نصف کن، چهار و یک دوم به دست می

شــود. جــذر آن را اه و شش و یک چهارم مــیشود. و این را به سی و شش اضافه کن، پنجچهارم می

شود. این را به چهار و یــک دوم، کــه نصــف نــه بــود، و بــه چهــار استخراج کن، هفت و یک دوم می

شود که مقدار مال است.درهم، که با اشیاء بود، اضافه کن، شانزده می

xدر معادلۀ  x2حل فوق، برای به دست آوردن مقدار صورت امروزی راه bx c 2 :چنین است

x b c b b c     
 

2
2 2 2 21 1

2 2

) باشد. امــا ابوکامــل xاین قاعده باید در حالاتی ترجیح داده شود که منظور یافتن مال (مجذور 

هــای معــادلات درجــۀ دوم حــلآن را تنها در سه مســئلۀ مقــدماتی طــرح شــده بــرای نشــان دادن راه

 را به روش م» شئ«ای به کار برده و در آنجا هم نخست جمله سه
ً
تعارف یافتــه اســت. او آن را عمــلا

از او ثابت  معاصر خوارزمی، و پسابن ترک،  مثل انآثار دیگردرسلمی، سنان بن فتح. های جبر خوارزمی، ابوکامل، علی . یعنی در کتاب١
آمده است.معادلات صورت بهنجار شدۀ برای  هابن قره که اثبات

 «و » جبر«. حفنی از واژۀ ٢
ّ
کرده است. استفاده » مقابلهجبر و «جای  به» حط
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 در کتابش حل کــرده بــه کــار  مسئلۀ باقیمانده در جبر محض یا مسائلی که آن ۶۸یعنی در 
ً
ها را بعدا

معادلۀ حل ای که یافتن مال مورد نظر است، ابوکامل از طریق راهنبرده است، به ویژه، در شش مسئله

کند و با مربــع کــردن ای ساده شده عمل کرده و برای یافتن شئ از قاعدۀ متعارف پیروی میجملهسه

کند.آن مال را محاسبه می

هــا بــه شــیوۀ  حل معادلات درجۀ دوم در پنج متن موجود پیش از کرجی آمده کــه همــۀ آناثبات راه

خط و مــال را به عنوان یک پاره» شئ«هایشان هندسی عرضه شده است. خوارزمی و ابن ترک در اثبات

ها بــه وســیلۀ مقایســۀ خطــوط و اند. این استدلالخط در نظر گرفتهرا به صورت مربع بنا شده بر آن پاره

اقلیدس ارجاع داده شــود. ابوکامــل اثبــاتی بــه شــیوۀ اصول که به  شوند، بدون آنها آشکار میمساحت

 اقلیــدساصــول هــای پــنجم و ششــم مقالــۀ دوم ها به قضیهاتکند و همچنین اثبخوارزمی عرضه می

اقلیــدس متوســل اصــول هــای پــنجم و شــش مقالــۀ دوم شوند. ثابت بن قره نیز به قضیهاستناد داده می

شــود. اقلیــدس بیــان مــیمعطیات شود، اما اثبات او مرحله به مرجله به صورت شفاهی و به سبک  می

های معادلات درجۀ دوم نوع اول و دوم را به بیان شفاهی، امــا حلسرانجام نعیم بن محمد بن موسی راه

اثبات  اقلیدساصول این بار با به کار بردن قضایای مقالۀ ششم و همچنین قضیۀ پنجم مقالۀ دوم کتاب 

ای وجود ندارد که کرجی از آثار ثابت بن قره یا نعیم بن موسی اطلاع داشته است.کرد. هیچ نشانه

کرجی الفخري جۀ دوم در . معادلات در۶
، یعنــی معــادلات »باب ذکر المســائل الســت«کرجی معادلات درجۀ دوم را در فصلی تحت عنوان 

در  ۱کنــد (شــمارۀ ششگانه، حل کرده است. وی برای هر نوع، ابتــدا قاعــدۀ متعــارف را عرضــه مــی

؛ ١)۲آورد (شمارۀ می ی دیوفانتوساریثمتیکاای برای حل حالت نابهنجار از ترجمۀ زیر)؛ بعد قاعده

هــایی  کنــد. کرجــی مثال) را عرضه می۳حل ابوکامل برای پیداکردن مستقیم مال (شمارۀ و سپس راه

هایی برای هر سه قاعده بر اساس قضایای پــنجم و ششــم کند. سپس اثباتبعد از هر قاعده بیان می

اولین دو معادلۀ مقترنــه و بــا آنچــه آورد. کرجی این بخش از کتاب را با  می اقلیدساصول مقالۀ دوم 

رســاند کــه ) بــه پایــان مــی۴خواند (شمارۀ می» روش دیوفانتوس«روش مورد استفادۀ دیوفانتوس یا 

حــل اولــین نــوع  شــود. در اینجــا ترجمــۀ کامــل راهحلی جبری مبتنی بر تکمیل مربع میمنجر به راه

axمعادلۀ درجۀ دوم را که به زبان امروزی به صورت  bx c 2 آوریم: است، می

٢رویم.به سراغ اولین مسئله می

هــا را ها و اشیاء که با عدد معادل هستند، روش یافتن شئ چنین است که مالپس برای مال) ۱(

که در ادامه نشان خواهم داد، این بخش برای نوع سوم از قلم افتاده است. چنان .١
ای. جمله دوم سه یعنی معادلات درجۀ .٢
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کنی؛ یا اگر کمتر از یک مال است آن را به یــک مــال کامــل اگر بیش از یکی است به یک مال ردّ می

دهــی، گذاری. و هر عملی که با مال انجام مــی مال است آن را به همان حال می کنی، یا اگر یکمی

 باید همان عمل 
ً
چه یک مال باشد، و چه بیشتر از یک مال باشد، و چه کمتر از یک مال باشد، لزوما

هاست، انجام دهی. پــس وقتــی بــا ایــن  را نسبت به اشیائی که با آن است و با عددی که معادل با آن

مال تبدیل به یک مال شد؛ و با اِعمال آن روی همۀ چیزهایی که با آن هست، با ردّ کــردن  محاسبات

یا تکمیل کردن یا به حال خود گذاشتن، اکنون عدد اشیاء را نصــف کــرده و عــدد نصــف شــده را در 

کنی و کنی و ریشۀ مجموع را استخراج میکنی. سپس حاصل را به عدد اضافه میخودش ضرب می

ماند، مقدار جذر مال است.چه باقی می کنی؛ آنف عدد اشیاء را کم میاز آن نص

x bx c x b c b       
 

2
2 1 1

2 2

مثال: دو مال و بیست شئ معادل صد و دوازده درهم است:

x x 22 20 112
ها را به یک مال ردّ کن. پس آن را و هر آنچه با آن است را نصف کن. پس آن، یــک مــال پس مال

شود:  ده شئ معادل پنجاه و شش درهم می و

x x 2 10 56
شود. آن را در خودش ضــرب و بــه پنجــاه و شــش اضــافه کــن، عدد اشیاء را نصف کن، پنج می

شود. نصف عدد اشیاء را از آن کم کن، چهــار شود. جذر آن را استخراج کن، نُه می هشتاد و یک می

است، و مال شانزده است.ماند، که جذر مال باقی می

به همین ترتیب، اگر کسی بگوید: یک پنجم مال و دو شئ معادل پانزده درهم است:

x x 21
2 15

5
حال اگر مال را کامل کنی، بعد از کامل کردن همۀ جملات، یک مال و ده شــئ معــادل هفتــاد و 

شود.پنج درهم می

x x 2 10 75
نصف عدد اشیاء را در خودش ضــرب کنــی و آن را بــه عــدد اضــافه کنــی و جــذر آن را  حال اگر

ماند پنج، که جذر مال است.استخراج کنی و از آن نصف عدد اشیاء را کم کنی؛ باقی می

اگر نخواهی کسری از مال را کامل کنی یا ردّ کنی مال را به یک مال، نصــف عــدد اشــیاء را  )۲(

ضرب کن، و عدد را در عدد اموال ضرب کــن، و بــه آن مقــداری را کــه از  که با مال است در خودش

ضرب نصف عدد اشــیاء در خــودش حاصــل شــده اســت اضــافه کــن، و ســپس جــذر آن را حاصل
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استخراج کن، و از حاصل جذر نصف عدد اشیاء را کم کن و باقیمانده را بر عدد اموال تقســیم کــن؛ 

است.آنچه از این اعمال حاصل شود، جذر مال 

x b ac b
a

 
        

2
1 1 1

2 2

سه مال و ده شئ معادل سی و دو درهم است. مثال:

x x 23 10 32
عدد اشیاء را نصف کرده و آن را در خودش ضرب کن تا بیست و پنج به دست آید. آن را به آنچــه 

و بیســت و یــک  شود، اضافه کن تــا صــداز ضرب سی و دو در سه، که عدد اموال است، حاصل می

ماند شــش. آن را حاصل شود. جذر آن را استخراج کن، و از آن نصف عدد اشیاء را کم کن، باقی می

آید که جذر مال است. بر سه، که عدد اموال است، تقسیم کن؛ دو به دست می

 ١تــر اســت، زیــرا کــار بــا ایــن اجــزاءهای شامل کسرهای گوناگون آساناین روش در همۀ مسئله

ت. مشکل اس

اگر کسی بگوید: یک سوم و یک چهارم مال و دو شئ معادل سی و سه درهم است:

x x    
 

21 1
2 33

3 4
عدد اشیاء را نصف کن، تا یک شود. آن را در خودش ضرب کن، و آن را به آنچــه از ضــرب یــک 

جذر  شود، اضافه کن تا بیست و یک چهارم حاصل شود.سوم و یک چهارم در سی و سه حاصل می

آن را استخراج کن، تا چهار و یک دوم شود. نصف عدد اشیاء را از آن کم کن، ســه و یــک دوم بــاقی 

آید که جذر مال است. ماند. آن را بر یک سوم و یک چهارم تقسیم کن، شش به دست میمی

تواند به روش دیگری حل شود، چنان که پیش از یافتن جذر، مــال بــه دســت این مسئله می )۳(

کنــی. ســپس . روش عمل چنین است که بعد از ردّ و تکمیل، عدد اشیاء را در خودش ضرب مــیآید

سپاری. پس از آن نصف مربع عدد اشــیاء را در کنی و آن را به خاطر می حاصل را در عدد ضرب می

کنی. و جذر حاصل را از مجموع عددی کــه معــادل خودش ضرب و آن را به عدد محفوظ اضافه می

کنی. آنچه از این حاصل شود، مقدار مال است و یاء بود و نصف مربع عدد اشیاء، کم میاموال و اش

جذر آن جذر مال است. 

 کسر مخرج از واحد گفته می از اجزاءجزء  چند . در بیان کسرها، به صورت١
ً
شد: سه جزء از چنین توصیف می» سه یازدهم«شد، مثلا

یازده جزء از واحد.
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x bc c x b c b c b            
   

2
2 2 2 2 21 1

2 2

مثال: یک مال و پنج شئ معادل بیست و چهار درهم است:

x x 2 5 24
صد شــود. آن را در خــاطر نگــه دار. پنج را در پنج و سپس در بیست و چهار ضرب کن تا حاصل شش

سپس نصف مربع پنج را، که دوازده و یک دوم است، در خودش ضرب کن تا صد و پنجاه و شــش و یــک 

چهارم حاصل شود. آن را به عددی که در خاطر داشتی، اضافه کــن. حاصــل هفتصــد و پنجــاه و شــش و 

شــود. آن را بــه خــاطر بســپار. م مــیشود. جذر آن را استخراج کن، بیست و هفت و یک دویک چهارم می

سپس عدد را، که بیست و چهار است، با نصف مربع عدد اشیاء، که دوازده و یک دوم اســت جمــع کــن؛ 

چه را که در خاطر داشتی، یعنی بیســت و هفــت و  شود. اکنون از این آن حاصل سی و شش و یک دوم می

که سه است، جذر مال است.ماند نُه که مال است و جذر آن یک دوم کم کن؛ باقی می

ها به همان ترتیب عرضه شده است. تنهــا نــوآوری در مقایســه بــا روش ابوکامــل در اثبات قاعده

کند در حالی که نمودار کرجــی یــک ) آن است که ابوکامل برای توصیف مال مربع رسم می۱اثبات (

١خط راست است.

هــای بیشــمار پرهیــز طــولانی و مثــال ها، توضــیحاتمن در این کتاب تصمیم گرفتم تا از اثبات

و دلایــل نصــف کــردن  ٣ها برای مسائل مرتبطتوانم از عرضۀ شرح مختصری از اثباتاما نمی ٢کنم.

پوشی کنم. چشم ٤هاست، عدد اشیاء و آنچه که در رابطۀ با آن

xپس برای این مورد داریم: یک مال و ده شئ معادل سی و نه واحد است [ x 2 10 39.[

روش به دست آوردن جواب این است: نصف عدد اشیاء را در خودش ضرب کن و آن را به عــدد 

بیفزا و جذر آن را استخراج کن و از حاصل نصف عدد اشیاء را کم کن.

گیریم و آن را  را ده واحد می ABکنیم. و خط را یک شئ فرض می BGاثباتش چنین است: خط 

دانــی کــه اگــر دهــیم. مــیمــیامتداد  BGکنیم و آن را به اندازۀ خط به دو نیمه تقسیم می Dدر نقطۀ 

خطی توسط خط دیگری بسط داده شود و سپس آن خط و بسط آن در بسط ضرب شود و به آن مربع 

نصف آن خط اضافه شود، حاصل مساحت مربعی است که روی همۀ نصف خــط بــا بســط آن بنــا 

د، برای نشان دادن مال، های خواز کرجی، مانند خوارزمی، ابن ترک، ثابت بن قره و نعیم بن محمد بن موسی، در اثبات پیش. ریاضیدانان ١
) استفاده کند.۲ها در ( خط نشان داد تا از بعد دوم برای نمایش تعداد مال کردند. شاید کرجی مال را با پاره میمربع رسم 

اثبات برای دستورهای حل معادلات درجۀ دوم آورده است. ۱۵اثبات از جمله  ۵۰این انتقادی تلویحی از ابوکامل است که در کتابش  .٢
ای. جمله یعنی معادلات درجۀ دوم سه .٣
یعنی ادامۀ الگوریتم. .٤
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ضــرب همــۀ بسط داده شده اســت. حاصــل BGبه اندازۀ خط  ABئله خط شود. پس در این مسمی

 DGضرب خــط در خودش مساوی است با حاصل BDضرب خط و حاصل BGدر خط  AGخط 

برابــر بــا ده  ABدانــیم کــه خــط ما مــی ١نشان داده است. اصولدر خودش. اقلیدس این را در کتاب 

شــود ضرب کنیم، سی و نه مــی BGخط را در  ABجذر مال است و اگر همۀ خط  BGاست و خط 

را، که پــنج اســت، اضــافه کنــیم،  DBکه معادل با مال و ده شئ است. پس اگر به این خط، مجذور 

معلوم و برابر با هشت است.  DGاست. پس خط  DGشود که یک ریشۀ آن خط شصت و چهار می

جذر مال است؛ پس مــال  برابر با سه است که BGبرابر با پنج است، پس خط باقیماندۀ  DBو خط 

نه است. و این شکل آن است:

xو اگر کسی بگوید: سه مال و شش شئ معادل بیست و چهار واحد است: [ x 23 6 ] و 24

را  ABرا برابر بــا ســه شــئ و خــط  BGبخواهی آن شئ را، بدون ردّ مال به یک مال، بیابی، باید خط 

 HTو خــط  ٢به آن الحاق کنــی BGرا مساوی با خط  DGخط  Gبرابر با شش فرض کنی و در نقطۀ 

راســتا بــا آن رســم کنــی بــه طــوری کــه هــر یــک از  را موازی و هــم UYو خط  BGرا موازی با خط 

سه مال و شــش شــئ  GHدر  AGضرب خط جذر مال باشد. بنابراین حاصل DGهای خط  قسمت

اســت. امــا  AHضرب شش و سه شئ در یک شئ است که برابر با ســطح صلاست، چون که آن حا

، یعنی کل سطح، هفتــاد ADسه مال و شش شئ معادل بیست و چهار واحد است؛ پس تمام سطح 

اســت،  BGمساوی با خط  GDشود. اما خط حاصل می GDدر خط  AGو دو است؛ که از ضرب 

برابر با هفتاد و دو است.   BGدر خط  AGپس همۀ خط 

 SBکنــیم تــا خــط به دو بخش مساوی تقسیم مــی Sرا، که شش است، در نقطۀ  ABاکنون خط 

ضــرب کنیم تا نه به دست آید. اگر همۀ اینها را به حاصــلبرابر با سه شود. آن را در خودش ضرب می

شــود. و جــذر آن نــه ی، که هفتاد و دو است، اضافه کنیم، نتیجــه هشــتاد و یــک مــBGدر  AGخط 

برابــر  BGبرابر با سه است. با کم کردن آن، خط  SBاما خط  ٣است. SGشود که مساوی با خط  می

شــود و را برابر با سه شئ گرفته بودیم، پس مقدار هر ریشــه دو مــی BGشود. و چون خط با شش می

این شکل آن است:

.اقلیدساصول . قضیۀ ششم مقالۀ دوم ١
توجه کنید که مقیاس طول در راستاهای افقی و عمودی یکسان نیست. م ٢
.اقلیدساصول . قضیۀ ششم مقالۀ دوم ٣
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د نصف مال و دو شئ معادل با شش درهم و اگر کسری از مال و شئ معادل با یک عدد بود، مانن

x x    
21

2 6
2

را برابر با نصــف  ABو بخواهی مقدار شئ را، بدون کامل کردن مال بیابی، خط  

 AYضــرب خــط پس حاصل ١را برابر با جذر مال رسم کن. AYرا برابر با دو و خط  BDشئ و خط 

ضرب یک شئ در نصف یک شــئ مساوی نصف مال و دو شئ است؛ زیرا آن از حاصل ADدر خط 

و دو حاصل شده، یعنی:

x x  
 

1
2

2
نصف مال است و دو شئ که برابر با شش واحد است؛ زیرا نصف مال و  AZبنابراین همۀ سطح 

دو شئ مساوی با شش بوده است. 

 ADرا موازی با خط  STبه دو قسمت مساوی تقسیم کنی و خط  Sرا در نقطۀ  AYپس اگر خط 

 ASدر  ADبرابر با سه است؛ زیرا نصف سطح بزرگتر است که از ضرب  SDرسم کنی، آنگاه سطح 

برابر بــا  ABدر  DAضرب] همۀ خط  است؛ پس [حاصل ABمساوی با  ASحاصل شده است. اما 

سه است. 

اســت.  BDبسط خط  ABو قسمت مساوی تقسیم کنیم. به د Gرا در نقطۀ  BDاکنون باید خط 

در خودش، که یــک اســت، روی  BGضرب ، که سه است، با حاصلABدر  ADضرب پس حاصل

برابر بــا دو  AGپس خط  ٢ در خودش است. AGضرب خط شود که مساوی با حاصلهم چهار می

نیز یک است. و چون این نصف شئ است، پــس تمــام  ABیک است، پس خط  BGاست. اما خط 

شئ برابر با دو است که جذر مال است و این شکل آن است:

نیست. ممقیاس طول در راستاهای افقی و عمودی یکسان هم در اینجا  .١
.اقلیدساصول . قضیۀ ششم مقالۀ دوم ٢
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xو اگر یک مال و ده شئ معادل سی و نه واحد باشد [ x 2 10 ]. و بخواهی مال را بیــابی، 39

ســی و نــه واحــد اســت.  GHرا ده شئ در نظر بگیر. پس همۀ خط  DHرا یک مال و خط  GDخط 

را بنــا کــن و آن بــه صــد مــال تقســیم  DBرسم کن و روی آن مربــع  DHرا مساوی با خط  DAخط 

شــود. و شود، زیرا اگر ده جذر چیزی در خودش ضرب شود، صد برابر همــان چیــز حاصــل مــی می

شــود. چــون نیز به صد مال تقسیم می GTح کنیم. پس سطبنا می DBرا مساوی با سطح  GTسطح 

سه هزار و نهصــد اســت، چــون از  GYبرابر با صد، و همۀ سطح  DTیک مال است، خط  GDخط 

، که صد است، حاصل شده است. به همین ترتیب همۀ GZ، که سی و نه است، در GHضرب خط 

اســت. امــا ســطح  DBمساوی با سطح  GTشود، زیرا سطح برابر با سه هزار و نهصد می TBسطح 

TB  از ضرب خطYB  در خطHD  که مساوی با خطAB  .است حاصل شده است

ضــرب خــط گوییم که حاصــلکنیم و میبه دو قسمت مساوی تقسیم می Sرا در نقطۀ  HYپس 

YB  درBA ضرب است، که سه هزار و نهصد است، با حاصلHS  در خودش، که دو هزار و پانصد

 گفتــه شــدهار صد میاست، روی هم شش هزار و چ
ً
، مســاوی بــا ١شود؛ کــه بــا شــرایطی کــه قــبلا

مساوی بــا  DHبرابر با هشتاد است. اما خط  BSدر خودش است. پس خط  BSضرب خط  حاصل

پنجــاه اســت، پــس خــط  HSهشتاد است. امــا خــط  HSو  DHاست، پس مجموع خط  HBخط 

برابر با نه است کــه مــال اســت. و  GDسی و نه بود؛ پس خط  GHسی است. و خط  DHباقیماندۀ 

این شکل آن است:

.اقلیدساصول . قضیۀ ششم مقالۀ دوم ١
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xو اگر بخواهی جذر مال را به روش مورد استفادۀ دیوفانتوس، برای معادلــۀ  )۴( x 2 10 39 

xبیابی، باید دنبال عددی بگردی که اگر آن را به مال و ده شئ [ x2 ] اضــافه کنــی جــذر داشــته 10

بیست و پنج که اگر آن را به یک مــال و ده شــئ اضــافه کنــی، یــک  بجزد. آن عدد چیزی نیست باش

xریشه دارد و آن شئ و پنج درهم است:   دانی که یک مــال و ده شــئ برابــر بــا ســی و نــه . و می5

واحد است: 

x x 2 10 39

به جای آن عدد سی و نه را قرار دهــی؛ حاصــل شصــت و  پس اگر مال و ده شئ را حذف کنی و

شود که جذر آن هشت است و آن مساوی یک شئ و پنج درهم است. پس شئ مساوی سه چهار می

درهم است که جذر مال است.

xبــه  ۲۵کنــد کــه اگــر کرجی مشاهده می» روش مورد استفادۀ دیوفانتوس«در  x2 اضــافه  10

xع یک ریشه خواهد داشت که شود، مجمو  است. به عبارت دیگر 5

 x x x   2 25 10 25

xبا جاگذاری سی و نه به جای  x2 شود: که مساوی با آن است، نتیجه می 10

 x  2
5 64

xبرابر با هشت است که مساوی با  ۶۴و جذر   xاست. کار در چــارچوب ضــرب  5  در  5

xشود بدون متنی راجع به ضربخودش انجام می  در خودش و معادله با جاگذاری سی و نه به  5

xجای  x2 شود.حل می 10

برای معادلۀ درجۀ دوم نوع دوم

ax c bx 2

) ۳) و (۲)، (۱هایی بــرای (کند با مثالای عرضه میکند. او قاعدهکرجی همان الگو را دنبال می

کند. سپس دوباره با روش دیوفانتوس و این بــار بــا معادلــۀ ها را به همان ترتیب اثبات می و سپس آن

x x 2 21 رساند. کار را به پایان می 10
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و اگر بخواهی این مسئله را بر طبق روش دیوفانتوس حل کنــی، بایــد بــه دنبــال یــک مربــع  )۴(

بگردی که اگر کم کنی از آن [و یک عدد] ده شئ را، که معادل با مال و بیســت و یــک واحــد اســت، 

xپنج،  بجزباقیمانده یک مربع باشد. پس ضلع مربع را یک شئ   x5یک شئ،  بجزیا پنج ، 5

شود. این کمیت مال است و بیســت و پــنج ها منجر به یک کمیت از آحاد می ، بگیر. و هر یک از آن

ده شئ: بجزواحد 

x x 2 25 10
بــاقی به جای ده شئ، یک مال و بیست و یک واحد را قرار بده، زیرا با هم مساویند. پــس چهــار 

شئ گرفته باشی که برابر با دو شده، پس شئ برابر بــا  بجزماند که جذر آن دو است. پس اگر پنج می

شود.پنج گرفته باشی که برابر با دو شده، پس شئ برابر با هفت می بجزشود. و اگر شئ سه می

ـــا  در اینج x  2
و  5 x 2

ـــر 5 ـــر دو منج ـــه  ه xب x 2 25 ـــی 10 ـــون م ـــود. چ ش

x x 2 21 xدر عبــارت  x10توانیم جملۀ است، می 10 x 2 25 xرا بــا  10 2 جــایگزین  21

کنیم تا منجر به

x (x )   2 225 21 4

شود. پس دو جواب از  x  2
5 و  4 x 2

5 شوند.نتیجه می 4

axبرای معادلۀ درجۀ دوم نوع سوم  bx c 2 کــه دو  آن بجــزشود؛ دوباره همان الگو دنبال می

» سروش دیوفــانتو«) و ۲ها برای حل معادلات نابهنجار (شود: قاعده و مثالبخش نادیده گرفته می

هــای آن را آورده شود؛ پس کرجــی بایــد در اصــل قاعــده و مثــال) عرضه می۲های ( ). اما اثبات۴(

 ای ضمن بازنویسی متن حذف شده است. این نشان می ها، در مرحله باشد؛ اما این
ً
دهد که احتمالا

برای معادلات درجۀ دوم نوع سوم نیز به همین سرنوشت دچار شده است. » روش دیوفانتوس«

را  جداگانــه اثبــات ســپس معمــول ابتــدا قاعــده و ) طبــق۳) و (۲)، (۱های (کرجی برای قاعده

) است، ۱ای از قاعدۀ ( که یک روش مجزا باشد، نتیجه بیش از آن» روش دیوفانتوس«گرچه . آورد می

شــود. در مقایســه، ای نیست؛ زیرا مراحل کار در طول مســیر توجیــه مــیلذا مستلزم اثبات جداگانه

ای منفرد بــه نــام ها را به طور مشابه در رسالهها و اثباتبت بن قره در اواخر قرن سوم هجری قاعدهثا

) را بــرای ۱گرد آورده اســت. وی در آنجــا قاعــدۀ (قول في تصحیح مسائل الجبر بالبراهین الهندسیة 

و ششم مقالۀ  های هندسی با تکیه بر قضایای پنجم حل سه معادلۀ درجۀ دوم بهنجار از طریق ترسیم

هــا را  اما در مــتن خــود آن» براهین«ها را  استخراج کرده است. او در عنوان اثر آن اصول اقلیدسدوم 

شوند، بلکه طی  ها در آغاز عرضه نمیکرجی، قاعده» روش دیوفانتوس«نامد. مانند می» ها حلراه«

 شــود:شوند. مقاله چنین آغاز مــیکنند ظاهر میها را نیز توجیه می عملیات (در اینجا ترسیم) که آن
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xاصل اول این است: یک مال و اشیاء معادل عدد اســت [« bx c 2حــل ایــن مســئله بــر ]. راه

کــنم. فــرض کنیــد ، به صورتی است که من توصیف مــیاقلیدساصول مبنای قضیۀ ششم مقالۀ دوم 

.»باشد و ...  ABCDمال مربع 

هایی برای معادلات درجۀ دوم در مسائل کرجی حل. راه٧
ی دیوفــانتوس اریثمتیکــاآورده همه از مقالات اول تــا چهــارم کتــاب  الفخري مسائلی که کرجی در

ها نشانی از معادلات درجۀ دوم ندارند. اما در میــان حــدود  یک از آن گرفته شده است؛ بنابراین هیچ

 ۲۲؛ کرجــی تــا الکافي چند مسئلۀ حل شده در کتاب اسلامی در این کتاب و دورۀ مسئلۀ جبر ۱۵۰

بار معادلات درجۀ دوم نابهنجار را حل کرده است. او در هر نمونه روش متعارف جبردانان مســلمان 

ها را به یــک کند که عبارت است از به کاربردن عمل ردّ و تکمیل برای آنکه مال) را دنبال می۱(روش 

) را بــرای معــادلات نابهنجــار یــا پیــداکردن ۲ها قاعدۀ (این کتابمال تبدیل کند. او در هیچ کجای 

برد. ) را به کار نمی۴) یا روش دیوفانتوس (قاعدۀ ۳مستقیم مال (قاعدۀ 

) را بــرای معــادلات نابهنجــار بــه کــار ۲قاعــدۀ ( البدیع فــي الحســاباما کرجی در دو مورد در 

رد چگــونگی حــل معــادلات نــامعین، توضــیح برد. او به عنوان بخشی از دستور کار خود در مــو می

دهد که چگونه هنگام تنظیم معادلات، مربع مناسب را برای تضمین یــک جــواب گویــا انتخــاب  می

مجموع یا تفاضل مکعبات و اشیاء مساوی با مربعات «کنید. این قاعده در مواردی برای حل معادلۀ 

 ١رود. ، به کار می»است

پنج شئ معادل با یک مربع است، تو آن را بــا مــال مقابلــه پس اگر کسی بگوید: سه مکعب و 

کن، به طوری که اگر عدد آن را نصف کنی و آن را در خودش ضرب کنی و آن را از آنچه از ضرب 

شود کم کنی، باقیمانده یــک مربــع باشــد. پــس در ها در عدد اشیاء حاصل میعدد در عدد کعب

x» [ده مالسه کعب و پنج شئ معادل است با شانز«مورد  x x 3 23 5 ] شانزده را نصف کن 16

شود، کــم کــن؛ بــاقی  و آن نصف را مربع کن و از آن پانزده را، که از ضرب سه در پنج حاصل می

هــا را اضــافه کــن،  ماند چهل و نه. جذر آن را استخراج کن، که هفت است. به آن نصف مربعمی

شــود کــه ضــلع آن  که سه است، تقسیم کن، پنج حاصل می ها،شود. آن را بر عدد کعبپانزده می

مکعب است. و اگر خواستی، با کم کردن عمل کن تا جذر مال (ریشۀ دیگر معادله) را بــه دســت 

 آوری که یک سوم واحد است.

axحل معادلۀ با نمادهای امروزی دو راه c bx 2 :عبارت است از

کند که به معادلۀ درجۀ دوم برسد. تقسیم نمی شئها را به  کرجی در اینجا جمله .١
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x b b ac
a

 
       

 

2
1 1 1

2 2

، مقابلــه »سه شئ و یک سوم شئ معادل یــک مربــع اســت بجزسه کعب «پس اگر کسی بگوید 

کن آن را با نُه مال

x x x 3 21
3 3 9

3
پس ریشۀ نتیجه شده سه و یک سوم واحد است.

x 
1

3
3

یک سوم شئ منهای ســه  سه شئ و«ها از اشیاء کم شوند، مثل اینکه و برای این قاعده، اگر کعب

، مقابله کن آن را با نه مال:»کعب است

x x x 3 21
3 3 9

3
سه کعب و نه مال معادل سه و یــک «توانی آن را بدین شکل بازنویسی کنی که در این صورت می

x» [شــود سوم شئ می x x 3 21
3 3 9

3
] پــس عــدد امــوال را نصــف و آن را مربــع کــن و بــه آن 

ها در عدد اشیاء، یعنی ده، را اضافه کن؛ تا سی و یک چهارم ( ضرب عدد کعبحاصل
1

30
4

) واحد 

ها تقســیم کــن، آن را بر عدد کعب ١نصف عدد اجذار، برابر با یک است. بجزبه دست آید. جذر آن 
 شود، که جواب است.نتیجه آنکه ریشه، یک سوم واحد می

axبا نمادهای امروزی این جواب معادلۀ  bx c 2 :عبارت است از

x b ac b
a

        
 

2
1 1 1

2 2

. روش حل، ٢جستجو برای مربع مناسب در این شرایط یک مشکل عمدۀ روش دیوفانتوس است
 روشی است که خود دیوفــانتوس بــه کــار بــرده اســت. از 

ً
آنجــا کــه بدون بهنجار کردن معادله، دقیقا

هــای خــود بــه کــار بــرده، اسلامی را در همۀ موارد دیگــر در کتــابدورۀ کرجی قاعدۀ متعارف جبر 
) و ۲ی دیوفانتوس گرفته است. بنابراین به طور بالقوه هر دو قاعــدۀ (اریثمتیکاشک این روش را از  بی

) برگرفته از دیوفانتوس است. ۴(

یعنی  .١   
1 1 1 1

30 4 5 4 1
4 2 2 2

شود.اسلامی قبل از کرجی یافت نمی دورۀ ها و اعداد، در مسائل نامعین جبر. این نوع از مسائل، با کعب٢
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والمقابلة علل حساب الجبرهای کرجی در کتاب . اثبات٨
نوشته است. او  الفخريرا بعد از  علل حساب الجبر والمقابلة وشرحها والبراهین علیهکرجی رسالۀ 

اند، بنابراین در این رســاله های او مشکل داشتهگوید کسانی در درک هندسی اثبات در این رساله می

هــای معــادلات از نــوع حــلهــا شــامل اثبــات راه کند. ایــنچند قضیه را از طریق محاسبه اثبات می

ax bx2 ای است و نیز قواعدی برای جمع، تفریق، ضرب و  جمله و سه نوع معادلۀ درجۀ دوم سه

ها است. تقسیم رادیکال

روش استدلال در اثبات چگونگی حل معادلات درجۀ دوم همان روش دیوفانتوس بــه کــار رفتــه 

یا براهین قواعــد متعــارف » علل«حل معادلات، جای استخراج راهاست. اما در اینجا به  الفخريدر 

شود. در اینجا ابتدا هر قاعده تبیــین و  ) بعد از بهنجارسازی معادلات آورده می۱اسلامی ( دورۀ جبر

اســلامی] بــرای  دورۀ [متعــارف جبــر» روش«دهد چگونه شود. این رساله نشان میسپس اثبات می

آید. نیامده بود، به کار می الفخرينوع سوم، که در 

x  اولین مسئلۀ در مورد نصف کردن اجذار: bx c x b c b
 

          
 

2
2 1 1

2 2

خواهی دلیل این گفته را نشان دهی، در مسئلۀ اول، که مال و اشــیاء معــادل عــدد اســت، اگر می

کــه حل این است: عدد اشیاء را نصف کن و آن را در خودش ضــرب کــن و بــه آن تمــام عــدد را، راه

مساوی مال و اشیاء است، اضافه کن؛ سپس جــذر مجمــوع را اســتخراج کــن؛ و از آن نصــف عــدد 

ماند جذر مال مذکور است.اشیاء را کم کن؛ آنچه باقی می

xفرض کن یک مال و ده شئ معادل بیست و چهار درهم باشد [ x 2 10 24:[

تیم. به اشیاء همان عدد نصف اشیاء، را کــه پــنج اکنون خواستار همخوانی بین اشیاء و اعداد هس

 توضیح دادم، در نظر گرفتن یک شــئ و  است، اضافه می
ً
کنم؛ زیرا در این اولین مسئله، چنان که قبلا

xپنج عدد،  تا یک مال و ده شــئ و بیســت و کنیم ، آمده است. پس این را در خودش ضرب می5

پنج درهم به دست آید  x x x      
2 25 10  مال و ده شئ معادل با بیست و چهار 25

ً
. قبلا

درهم را داشتیم. پس اگر بیست و چهار را در این ضرب به جای مال و ده شئ قرار دهیم، ضرب یــک 

شود [ شئ و پنج در خودش چهل و نه می x  2
5 ]. پس جذر چهل و نه، که هفت اســت، 49

ماند که جذر مــال اســت و مــال چهــار کنم، دو باقی میبرابر با شئ و پنج است. پنج را از آن کم می

شود. پــس ایــن ها را به هم اضافه کنی، بیست و چهار می است و ده شئ برابر با بیست است. اگر آن

که مال و  آن بجزال اگر این مسئله بدون تغییر بود قاعده در قلمرو عدد به درست اثبات شده است. ح

شئ معادل یک عدد بزرگتر از بیست و چهار بود به طوری که مجموع، عــددی بــا جــذر گویــا نبــود، 
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 اگر گفته شود: یک مال و ده شــئ می
ً
گوییم که جذر آن عدد را از پنج کم کن تا جذر مال باشد. مثلا

xمعادل سی درهم است [ x 2 10 کنــیم، پنجــاه و پــنج  ]، سی را به بیست و پــنج اضــافه مــی30

55گوییم که چون از جذر پنجاه و پنج عدد پنج کم شود، حاصل [شود. می می ]، جذر مــال 5

ای برای استخراج جواب این نوع معادلات است.خواسته شده است. این قاعده

xدومین مسئله در نصف کردن اجذار  c bx x b b c
            

2
2 1 1

2 2
 

حل این اســت: عــدد اشــیاء را نصــف کــن و آن را در این است دلیلی که در مسئلۀ دوم گفتیم که راه

خودش ضرب کن و از آن عددی را که با اموال است کم کن، سپس جذر باقیمانــده را اســتخراج و آن را 

شود، جذر مال است.به آن بیفزا. آنچه بعد از جمع یا تفریق حاصل می از نصف عدد اشیاء بکاه یا

xفرض کنید بگویم: یک مال و شانزده درهم معادل ده شئ است [ x 2 16 خــواهیم  ]. می10

بین اشیاء و اعداد همخوانی ایجاد کنیم. یک ریشۀ مال را پیدا کردیم که در آنجا نصــف عــدد اشــیاء 

پــنج،  بجزشد. پس نتیجه شئ  شد یا اینکه شئ از نصف عدد اشیاء، که پنج است، کم می کاسته می

]x  کنــیم تــا یــک مــال و ] است. اکنون این را در خودش ضرب مــیx5شئ [ بجز]، یا پنج 5

xده شئ [ بجزبیست و پنج  x 2 25 دانیم کــه ده شــئ برابــر بــا یــک مــال و آید. می] به دست 10

شانزده درهم است. پس اگر از مال و بیست و پنج، ده شــئ را کــه بــا یــک مــال و شــانزده جــایگزین 

xماند، نُه [شود، کم کنیم؛ باقی می می (x )   2 225 16 9.[

پــنج بگیــریم،  بجــزشود. اگر ما آن را شــئ پس یک ریشۀ نُه، که سه است، در خودش ضرب می

شــئ بگیــریم، شــئ دو  بجزاش سه است. و اگر پنج پنج نتیجه بجزشود؛ زیرا که شئ  شئ هشت می

شود. پس نتیجه در هر دو صورت ریشۀ خواسته شده است.می

شود. و اگر به آن شانزده را بیفزایی، هشــتاد اکنون اگر آن را هشت بگیری، مال شصت و چهار می

ابر ریشه، یعنــی هشــت، اســت. و اگــر آن را دو بگیــری، پــس مــال چهــار شود؛ که مساوی ده برمی

شود که همان ده برابر ریشه، یعنی دو، است. شود. پس اگر به آن شانزده را اضافه کنی، بیست می می

 در مورد چگونگی انتخاب بین جمع و تفریق راهنمایی می
ً
کند.][او بعدا

xو اگر شئ که نصف عدد اشیاء از آن کم شده  b   
1

2
، یا نصف عدد اشیاء که از آن شئ کــم 

bشده  x   
1

2
را در خودش ضرب کنی؛ منجر شود به مال و عددی مساوی با عددی کــه بــا مــال  
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. آنگــاه نصــف تعــداد ١معادل با جذرها شده، منهای جذرهایی معادل با جذرهای موجود در معادلــه

است. اشیاء جذر مال 

xمثال: اگر بگویم: یک مال و بیست و پنج درهم مساوی ده شئ است:  x 2 25 ؛ پس اگر 10
یک شئ را در خودش ضرب کنیم؛ حاصل یک مال و بیســت و پــنج  بجزپنج را یا پنج  بجزیک شئ 

xشود ده شئ می بجز x   
2 25 مــال و بیســت و پــنج . و این ده شئ کم شــده برابــر بــا یــک 10

بــرد. پــس اگــر مقابلــه را ادامــه است. پس به همین صورت بیست و پنج، بیست و پنج را از بین مــی
ماند که از ضرب کردن چیزی در چیزی به دست آوریــم یــا از ضــرب کــردن دهیم، چیزی باقی نمی

ییم یــک چیزی کمتر در چیزی کمتر به دست آوریم. و اگر چنین است پس مثل این اســت کــه بگــو
گذارد. بنابراین ما کل آن شئ را شئ چیزی باقی نمی بجزگذارد یا پنج پنج چیزی باقی نمی بجزشئ 

ایم. پس همۀ پنج همۀ شئ است و همۀ شئ پنج است. یا کل آن پنج را استثناء کرده
کند که در آن مربع نصف عدد اشیاء کمتر از عــدد اســت کــه [او سپس در مورد حالتی بحث می

معنی است که معادله جواب ندارد.] بدین

سومین مسئله در مورد نصف کردن عدد اجذار 

x bx c x b c b
           
 

2
2 1 1

2 2

حل این است کــه بایــد عــدد اشــیاء را گوییم راهدهیم چرا در مسئلۀ سوم می در اینجا توضیح می
نصف کنی و آن را در خودش ضرب کنی و عددی که با اشیاء است را به آن اضافه کنی و جــذر آن را 

استخراج کنی و به نصف عدد اشیاء اضافه کنی، آنگاه مجموع جذر مال است. 

x» [پنج درهم و چهار شئ معادل یک مــال اســت«این مانند آن است که بگوییم  x  25 4 .[

خواهیم بین اشیاء و اعداد همخوانی ایجاد کنیم و لازم است که از اشیاء نصــف عــدد اشــیاء کــم  می

شود و نه بیشتر، چون که مال معادل اشیاء و اعداد است. 

b1، باید بزرگتر از xدهد که شئ،[او سپس توضیح می

2
باشد.] 

xدو درهــم [ بجــزپس اگر از شئ همان نصف عدد اشــیاء را کــم کنــیم، یــک شــئ  2 بــاقی [

چهــار شــئ شــود:  بجــزکنــیم تــا یــک مــال و چهــار درهــم ماند. این را در خــودش ضــرب مــی می

](x ) x x   2 22 4 4.[

 است. در این شرایط bx» جذرهایی معادل با جذرهای موجود در معادله«و  cهمان » عددی که با مال معادل با جذرها شده« .١

b(x ) 2

2
)و   b x) 21

2
x معادلند با  c bx 2 تر یا به عبارت ساده ( b) c21

2
.
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ار شئ و پنج درهم باشد. پس اگر چهار شئ و پــنج فرض کردیم که مال در این مسئله برابر با چه

درهم را در این ضرب به جای مال قرار دهیم، داریم 

x x ( x ) x     2 4 4 4 5 4 4

کنیم تا نه درهم را به دست آوریم:دو درهم را در خودش ضرب می بجزپس یک شئ 

(x ) 22 9

دو درهم اســت. پــس اگــر بــه  بجزکه برابر با یک شئ آوریم، که سه است جذر نُه را به دست می

شود که جواب مورد نظر است. اگر این پنج را سه، دو درهم را اضافه کنیم، مقدار شئ برابر با پنج می

شود که مال است که مساوی است با چهار شئ کــه بیســت در خودش ضرب کنیم، بیست و پنج می

است و پنج درهم.

کند.  ، عرضه میالکافي في الحسابهای حسابی را در کتابش، اثباتکرجی مجموعۀ دیگری از 

علل حساب الجبر والمقابلة معادلات شبیه هستند؛ اما با معادلات کتاب  ۶و  ۴ها برای انواع اثبات

 متفاوت است. به نظر می ۵یکسان نیستند و اثبات نوع 
ً
 بــه را جریــانی آثــار ایــن رسد کرجی باکاملا

مســتقیم  غیر یا مستقیم تأثیر تحت که بعدی ریاضیدان چهار .است کرده آغاز دسیهن اثبات از دور

 یاســمین ابــن: از عبارتنــد عرضه کردنــد، را قوانین این حسابی اثبات که کسانی گرفتند و قرار کرجی

 هــائم ابــن و) ق۷۲۰ حــدود( کمال الدین فارســی ،)هفتم هجری قرن اواخر( بنّا ابن ،)ق۶۰۰. د(

 تبــدیل بــه یا ایدوجمله مجذور قانون) الف(سه حالت زیر بودند:  مبتنی بر هااثباتاین  .)ق۷۸۹(

 یا حسابی، با جملات اقلیدساصول قضایای پنجم و ششم مقالۀ دوم  مجدد بیان) ب( کامل، مربع

انگشتی گرفته شده بود. حساب از که اعداد ضرب برای دستور سادۀ خاصی) ج(

. نتیجه گیری ٩
 دو متن مذکور از ١اند. فرانتس وپکه کرجی توجه کرده» روش دیوفانتوس«از مورخان به تعداد اندکی 

از کــار وپکــه اطــلاع  ٣و پــل ور اکــه ٢را بی هیچ توضیحی ترجمه کرده است. توماس هیث الفخري
انــد. رشــدی راشــد آن را مطــرح های خــود از ایــن روش نــامی نبــردهها هم در کتاب داشتند، اما آن

پــنج «و » پنج و یــک شــئ«او نیز در پیوند دادن آن با نامگذاری اجزایی از ده به صورت  کند، اما می
حل برخی از مسائل در نوشتۀ ابوکامل گمراه شده است. تنها مورخی که در ابتدای راه» یک شئ بجز

نویسد:به طور جدی موضوع را بررسی کرده ژاک سزیانو است. او می
رسد که کرجی از هیچ روش دیوفانتوسی برای حل معادلات درجــۀ دوم کامــل اطــلاع بعید به نظر می

 کرجــی بــا آن
ً
هــا  داشته است؛ زیرا این معادلات نه تنها در سه کتاب بعدی یونانیان وجــود دارد کــه ظــاهرا

1. Franz Woepcke
2. Thomas Heath
3. Paul Ver Eecke
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 بــه دیوفــا اریثمتیکاها در  آشنا نبوده است بلکه روش حل آن
ً
نتوس مانند آنچه کرجی به کار برده و صــریحا

توان تصور کرد کرجــی از رســالۀ دیگــری از دیوفــانتوس یــا منســوب بــه او در ایــن  نسبت داده نیست. می
موضوع اطلاع داشته است؛ اما هیچ منبعی نداریم که نام دیوفانتوس را با چنین اثری مرتبط سازد.

بــا در چکیــدۀ این بحث را که کرجی با متن یونانی مقالات چهارم تا ششم آشــنا نبــوده، عــادل انبو
هــا را کرجی آورده است. حتی اگر کرجی ایــن کتــاب في الحساب البدیعهمراه با تصحیحش از کتاب 

ای جملــههای معادلات سهحلای را که در آن راهنخوانده باشد، به این معنی نیست که او کتاب گمشده
البــدیع فــي ت کامــل در حل به سبک دیوفانتوس بــرای معــادلاتوضیح داده شده، نخوانده است. دو راه

دهــد کــه کرجــی روش دیوفــانتوس را بــرای که در بخش هفتم بالا ترجمــه شــد، نشــان مــی الحساب
های نامحتمل سزیانو دانسته است و این ما را از پرداختن به فرضهای این معادلات میاستخراج ریشه

شود. انتوس تبدیل میدهد. پس مسئله به سازگاری روش دیوفانتوس با عمل واقعی دیوفنجات می
یــابیم در  مــی  به احتمال زیاد دیوفانتوس هم همان سه معادلۀ مقترنه را که در جبــر دورۀ اســلامی

بنــدی یــا حــل کــرده اســت. طبقه اریثمتیکاهای موجود مقالۀ هفتم و مقالۀ چهارم جایی در قسمت
مقالــۀ پــنجم دنبــال  ۱۰مســئلۀ مقالۀ چهــارم و  ۳۹قواعدی که دیوفانتوس در حل نامعادلات مسئلۀ 

کند؛ همچون قواعد جبر دورۀ اسلامی فاقد هرگونه توضیحی دربــارۀ منطــق کــارکرد ایــن قواعــد  می
است. این خلاف روحیۀ آموزشی کتاب اوست که قواعد را بدون هیچگونه استدلال یا توضــیحی در 

روش «ضیحی را داده بــود. ها عرضه کند، در صورتی که در مقدمۀ کتاب خود قول چنین تو توجیه آن
بــا نــام دیوفــانتوس همــراه » روش«کنــد و آن در آثار کرجی این نقش را به خوبی پر می» دیوفانتوس

 به آن پیوست شده بود. می
ً
شود که قبلا

) را بــرای معــادلات ۲زنم که دیوفانتوس بــرای هــر نــوع معادلــه، قاعــدۀ (بنابراین من حدس می
) استخراج کرده است. در واقع این روش بــرای معــادلات غیرنرمــال ۴(غیرنرمال با استفاده از روش 

axنیز کاربرد دارد. برای مثال برای حل معادلۀ از نوع  bx c 2 تواند همــۀ جمــلات هر کسی می
ضرب کند تا به صورت aرا در 

a x abx ac 2 2

درآید و سپس عددی را جستجو کند که وقتی به سمت چپ اضافه شود یک مربــع تولیــد شــود. 

b(این عدد  
 
 

2
1

2
axاست و مربع حاصل به صورت   b  

 

2
1

2
شود.) با این روش هــر کســی می 

 یــک حــدس اســت و ممکــن اســت می
ً
 به قاعدۀ دیوفانتوس برســد. البتــه ایــن صــرفا

ً
تواند مستقیما

دیوفانتوس به جای آن با تقسیم بر 
5

4
با معادلات نرمال کار کرده باشد، همانطور کــه کرجــی نشــان  

ای توانند منجر به قاعــدهها در سرشتشان رویکردی دیوفانتوسی دارند و میدهد. هر دوی اقتباسمی
ت موجود آن را دنبال کرده است.شوند که او در مقالا
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)؛ و ایــدۀ اثبــات قواعــد بــا اســتفاده از ۳کرجی به نوبۀ خود قاعدۀ به دست آوردن مستقیم مال (
را از ابوکامل فراگرفتــه و نیــز قاعــدۀ حــل معــادلات  اقلیدساصول قضایای پنجم و ششم مقالۀ دوم 

هــای )، را از دیوفانتوس اخذ نموده است. از آنجــا کــه اثبــات۴، و روش دیوفانتوس، ()۲غیرنرمال (
خواندنــد واضــح نبودنــد، وی روش دیوفــانتوس را بــا کرجی را می الفخريهندسی برای کسانی که 

جایگزین کرد. علل الجبر والمقابلة) در رسالۀ ۱های حسابی برای قاعدۀ استاندارد (اثبات
ید به دور از هندسه و به سمت اثبات حسابی تبدیل به روندی شد که چندین گیری جداین جهت

جبردان بعدی از جمله ابن یاسمین، ابن البنا، کمال الدین فارسی و ابن هائم آن را دنبال کردند. تنهــا 
اسلامی منتشر شده که پس از کرجی اثبات هندسی را دنبال کرده، عمر خیــام و  دورۀ های جبرکتاب

اند. حتی شرف الــدین غربی است که بر مبنای آثار ابوکامل و کرجی آثارشان را تألیف کردهسموئل م
طوسی در تنظیم معادلات خیام بر الگوریتمی عددی بــرای حــل معــادلات متکــی اســت. بــه نظــر 

رسد کرجی با الهام از دیوفانتوس این روند را آغاز کرده باشد. می
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